STA263

Staerofraedi fyrir félagsfraedi-
og malabrautir framhaldsskéla

Arszll Masson

Gudmundur K. Birgisson
Netutgafa 2006







Efnisyfirlit

o {153 T 1 T 3
FallnUGLaKIG ... 5
FEFINQAT s 6
ANNArs SIS JOTNMUI ... 7
pPattun annars stigs marglida ... 7
FERINQA e 7
2.SHGS JOTNUL L.t nnnnne 8
L T g T = USRS 9
Annars stigs marglidur Sem fOll ............oooiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeee 10
FEFINQA et 12
NEt OF SIrEYIMI ... 14
Setningin um mesta streymi og minnsta pverskurd ...........cccccccceeeiieiiiniinn, 16
\V/[=TaTe W eTe I gaT=T oo F=F=To o [T (o] 23
Hlutmengi, tbmamengi 0g grunnmMeNgi .........cooeevveiiiieiiiiieee e 23
Mengjaadgerdir og Venn-myndir............cooooiiiioii 24
FERINQA et 26
RV G LS 27
TalNINQAMIEROI ... .. 28
Margfoldunarreglan...........oooo o 28
FEFINQA e 28
Samantektir (tviliOUSTUBIAr) ..........ooviiiiiiiiiiii 31
FERINQA et 31
RV G LS 33
o1 (8] oo =11 g =10 1= o T | RPN 34
4 ] e = T 37
NALUMEgar tOIUN ...... .o e 37
RV G LS 40
Fleiri gerdir natturlegratalna............ooooiiiriii e, 41
RV G 42
VaSAr@IKNIMINN . ...ttt ettt e e e e e e e e e e eeeeeees 43
Fleiri moguleikar vasareikniSins.................uuuuueiueiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiieieeeeeeeeees 46
FEFINQA et 46
Jofnur og jofnuhneppi leyst med vasareikni ..........ccccevvvveiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee, 48
FEFINQA et 48
RV G LS 49
FEFINQA et 50
RV G LS 50
Stadalform og markverdir stafir ............ccoceeiiiiiiii e 52
] e = T 55
VEIKETNI. .. 55
Toflureiknisverkefni: Kennitdlur geeludyranna.........ccccccvvvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnn. 57
Toflureiknisverkefni: VEXEIr .........eeeiii e 60
Toflureiknisverkefni: Visitala neysluverds..........cccoovviiiiiiiiiieeee 68
MEIra UM OIUN ... 70



1] e = | 72

VBB N e 72
Toflureiknisverkefni: Farsimapjonusta...........cccccvvvviiiiiiiee 73
Simplex og linuleg bestun ...........ccooo e 74

RV G 77

SVOI VIO @fINGUM ..o e e e e e e e e e eeanaes 78



Fallhugtakid

Dami:
Madur leigir bil i einn dag. Leigukostnadurinn y er reiknadur ut fra eknum
kilbmetrum samkvaemt formulunni

y=150x+3700

en formulan er hugsud pannig ad 3700 kr eru fast leigugjald, en hver ekinn
kildmetri kostar 150 kr. Vid getum sett upp gildistoflu til ad sja kostnadinn betur,
og ennfremur getum vid teiknad linurit sem synir kostnadinn ut fra eknum
kildbmetrum:

X | y=f(x)

0 y=150-0+3700=3700

25 | y=150-25+3700=7450
50 | y=150-50+3700=11200
100 | y=150-100+3700=18700
200 | y=150-200+3700=33700

Vid segjum ad leigukostnadurinn sé fall af kildometrafjdldanum i pessu daemi.
Falli ma lysa med formulu, gildistoflu eda grafi, eda Ollu pessu prennu.
Almennt gildir ad

y er fall af x ef sérhverju qildi a x tilheyrir akvedid gildi a y.

Pa er oft skrifad y = f(x).

Dami:
Samband milli x og y er synt i gildistoflu hér fyrir nedan:

X y=f(x) Pessu falli ma lysa med reiknireglunni
-1 4

0 1 f(x)=-3x+1

2 -5

5 14 Taknid f(x) er lesid ,eff af ex®, og

8 -23 stendur fyrir y-qildid sem tilheyrir x.

Pegar skrifad er f(2)=-5 pa pydir pad ad x-gildinu 2 tilheyrir y-gildid -5, og vid
lesum ,eff af 2 er minus 5°.



Dami:

Fall hefur reikniregluna f(x)=x” +x. Reiknum fallgildi x-gildanna i téflunni hér
fyrir nedan:

X f(x)=x>+x
2 S)=(-2) +(-2)=4-2=2
Sy =() () =110
0 £(0)=0>+0=0
f=1r+1=1+1=2
2 f(2)=2+2=4+2=6
Afingar

Budu til gildistéflu med sému x-gildum og i téflunni ad ofan fyrir follin

1. f(x)=2x—1 4. g(x):m
2

2. f(x)=x"-x" S. h(x):;

3. g(x)=3x"+5x 6. h(x)zgj)lc



Annars stigs jofnur

battun annars stigs marglida

Pegar staedur eru pattadar, pa er alltaf byrjad a pvi ad taka ut fyrir sviga, sé pad
haegt. begar staedan er 2.stigs marglida, pa er haegt ad ljuka pattuninni med
agiskun, ferningsreglu eda samokareglu, ef frekari pattun er moguleg.

Daemi:
1. 6x" —24=6(x"—4) = 6(x - 2)(x+2)

2. 5x” +10x =5x(x+2)

3. 3x” +x+16, dpattanleg marglida
4.x2—x—30:(x—6ﬂx+5)

Afingar

pattadu 2.stigs marglidurnar ef haegt er:
9x* -36

X +4

x* —8x
2x*—18
12-75x"

X’ +5x—14
2x2 +10x+12
xP—x—-42

9. 3x°—6x+3
10. 2x*—12x+18
11. x*+8x+15
12. X’ +6x+8
13. X’ =5x+6
14. x*—8x+12
15. X’ +4x-12
16. x*+2x-15
17. x2=x=20
18. x*+5x-24
19. x*+14x+24
20.  2x*+16x+30
21. x* +9x+20
22. x*=3x-18
23. X +12x+27
24. x*+2x-3
25. x*+6x-16
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2.stigs jofnur

2.stigs jofnur er oft heegt ad leysa med pattun. Su adferd byggir a pvi ad ef
margfeldi tveggja eda fleiri talna er 0 pa hlytur a.m.k. ein talnanna ad vera 0.

Dami:

1. x> =3x=0
x(x—3):0
x=0 eda x-3=0
x=0 eda x=3

2. 2x2 +4x+2=0
2(x2+2x+1):0
2(x+1)" =0
x+1=0

x=-1

Rétt er ad nota pattun vid ad leysa annars stigs jofnur pegar pad er hentugt. En
vid héfum einnig i bakhondinni formulu sem gefur lausnir a annars stigs jofnu
begar paer eru til. Aimennt litur annars stigs jafna svona ut:

ax*+bx+c=0

pbar sem a, b og c eru einhverjar rauntdlur og a # 0. Pa segir formulan ad

_ —b+b* —4dac

2a

X

Dami:
1. 4x* —12x=7=0
Hérer a=4, b=-12, ¢=-7. Latum pad inn i formuluna,
B 12i\/122—4-4-(—7) C12£4144+112  12£16 | 3,5
2-4 8 8 -0,5

X

2. 3x* +x=-16
3x* +x+16=0
Hérer a=3, b=1, c=16, svo
_14+4/1°—-4.3. —1++-
xX= 1+ 12 34 3-16 = 1 S 191 , engin lausn pvi ekki er haegt ad
draga ferningsroét af neikveedum tolum.




Afingar

Leystu med pattun:
¥ -9=0

x> =25=0
3x*=27=0

x> +5x=0

x> +8x+15=0
x*+6x+8=0
x> +2x=15

x> =x+20

9. x*4+25=0

10. x> +9x+20=0
1. 2x°-5=0

12. 2x* =5x=0
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Leystu med pattun eda formulu:
13. x> =5x+6=0
14. xP—8x+12=0
15. 2x* +16x+30=0
16. x> +9x+20=0
17. x> =3x-18=0
18. X +12x+27=0
19. —2x* +3x-5=0
20.  3x*+6x+12=0
21. 5x*—10x+5=0
22. x> —6x+10=0



Annars stigs marglidur sem foll

Graf annars stigs falls kallast fleygbogi, (parabola a ensku og fleiri malum), en
allir fleygbogar hafa somu Id6gun, en eru adeins mismunandi ad steerd og
stadsetningu.

Dami:
1. Graf fallsins f(x)=x" litur svona ut:

Vid sjaum ad grafid er samhverft um y- 4
asinn, p. e. y-asinn er spegilas
grafsins. Sérhver fleygbogi hefur slikan
samhverfuas. bessi fleygbogi hefur

X
botnpunkt og er opinn ad ofan, en »
. -6 -4 -2 |0 z 4 &

sumir fleygbogar hafa topppunkt og _3
opnast ad nedan. Um pessi atridi gildir
eftirfarandi: -4
-6
-8
Graf annars stigs fallsins f(x)=ax’+bx+c , a=#0, erfleygbogi.

Samhverfuas hans er linan x =2—
a

Ef a >0 pa hefur grafid botnpunkt 8 samhverfuasnum.

Ef a <0 pa hefur grafid topppunkt a samhverfuasnum.

Til deemis hefur graf fallsins f(x) =—x" + 4x+3 topppunkt (pvi a =—1sem er
minna en 0) og samhverfuasinn er x = b = 4 = =4 =2
2¢ 2-(-1) =2

Vid purfum einnig ad rifja upp hvernig vid finnum skurdpunkta grafs vid asa
hnitakerfisins:

Skurdpunktur vid y-asinn er sa punktur a grafinu sem hefur x-hnitid 0, og pvi
latum vid x =0 inn i fallid til ad finna hann. Pa faest punkturinn (0,c).
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Skurdpunktar vid x-asinn eru peir punktar par sem y-hnitid er 0, og pvi latum
vid f(x)=0 til pess ad finna pa. Fleygbogi getur haft engan, einn eda tvo
skurdpunkta vid x-asinn.

Dami:

Daemi:

Finnum skur®dpunkta fleygbogans f(x) = x> —4x-21
vid hnitaasana:

Skurdp. vid y-as: f(0)=0>-4-0-21=-21, svo punkturinn
er(0,-21).

Skurdp. vid x-as:

x*—4x-21=0

(x—7)(x+3):0

x=7 eda x=-3

Skurdpunktar vid x-as eru pa (7,0) og (-3,0).

Gefid er 2.stigs falli® f(x)=x"—3x. Finnum

samhverfuas grafsins

topp- eda botnpunkt grafsins
skurdpunkta vid hnitaasana.
Teiknum fleygbogann i hnitakerfi.

a)Hérer a=1, b=-3, ¢=0. Samhverfuasinn er pa
2 21 2

b) Hér er a > 0 svo fleygboginn hefur botnpunkt a
samhverfuasnum. Finnum y-hnit hans:

f(1,5)=1,5"-3-1,5=-2,25 , svo
botnpunkturinn er (1,5 ; 2,25).

c) Skurdp. vid y-as: f(0)=0>-3-0=0, svo hann er (0,0).

Skurdp. vid x-as:

x*=3x=0

x(x—3) =0

x=0eda x=3

Skurdpunktarnir eru (0,0) og (3,0).
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d) Faerum nu pa punkta sem vid hofum pegar fundid
inn i gildistoflu, og finnum fleiri punkta:

X x> =3x
1,5 -2,25
0 0
3 0
4 4
5 10

Afingar

Finndu j6fnu samhvefuassins, topp- eda botnpunkt og skurdpunkta vid asana a
grafi fallsins

1. f(x)=x"+1

L f(x)=—x"+x
Cf(X)=x"+4x+3
. f(x)=2x>-6

Cf(x)=—x"+4x+1

Finndu jofnu samhverfuass, topp- eda botnpunkt
og skurdpunkta vid asa hnitakerfisins a gréfum
eftirfarandi falla:

() =4-x°
f(x)=—x"+5
f(x)=x"-2x
f(xX)=x"+x-6
10.  f(x)=0,5x"—x—4

© o N
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Finndu steersta gildi eda minnsta gildi fallanna, eftir pvi sem vid a:

11. f(x)=24x—x’

12. f(x)=600x-1,5x"

13.  f(x)=10x-0,5x"

14.  f(x)=0,03x>—9x

15.  f(x)=5x"-120x+100
16.  f(x)=-0,1x"+50x+4000

13



Net og streymi

| pessum kafla verda kynntar adferdir til ad reikna flutningsgetu i netkerfi. Sa
vandi skytur oft upp kollinum i floknum netkerfum, eins og neti oliuleidsina, ad
ekki er augljést hversu mikid magn er haegt ad lata streyma fra einum stad til
annars i kerfinu.

Fyrst verdur hugad ad einféldu daemi. A imyndudu oliuvinnslusveedi parf ad
deela oliu fra borholu til vinnslustédvarinnar. A svaedinu eru fidlmargar leidslur fra
fyrri tid sem allar eru samtengdar. Hver leidsla getur flutt tiltekid magn oliu a

hverri minGtu. A

teikningunni eru leidslur 7 4

taknadar med strikum og

tolurnar vid strikin takna 8 3 3

flutningsgetuna i s

otilgreindum einingum. B taknar borholuna og V taknar vinnslustédina.

Nu parf ad finna ut hversu mikid af oliu getur streymt fra B til V & minutu og
hvada leid olian a ad fara svo streymid verdi sem mest. Finna parf hagstaedustu
leidina fyrir oliuna gegnum netid og svo parf ad reikna hversu mikid streymir pa
leid pegar jafnt streymi er komid a. Ein leid er valin, svo er skrufad fra og latid
renna stodugt eftir peirri leid. Taka parf fram ad punktarnir par sem
oliuleidslurnar tengjast takmarka streymid ekki og ad olian getur ekki runnid i

badar attir i somu pipunni.

Lesendur eettu ad gera hér hlé & lestrinum og glima sjalfir vid prautina, helst i

samvinnu vid bekkjarfélaga sina.

Fra borholunni liggja adeins tveer pipur. Samanlogd flutningsgeta peirra er 15
einingar og af pvi ma rada ad heildarmagn oliu sem haegt er ad deela fra B til V
sé 15 einingar eda minna.

Ad vinnslustédinni liggja prjar pipur. Samanlégd flutningsgeta peirra er 13
einingar og af pvi ma alykta ad ekki sé haegt ad deela nema 13 einingum til

vinnslustodvarinnar.
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Hvort skiptir meira mali, ad pad sé haegt ad koma allt ad 15 einingum fra
borholunni eda ad pad sé ekki haegt ad koma nema 13 einingum inn i
vinnslustddina? Er ekki augljost ad leidslurnar sem liggja inn i vinnslustddina eru
hinn takmarkandi pattur?

Athuganirnar hafa fram ad pessu leitt i ljos ad flutningsgeta kerfisins getur ekki

verid meiri en 13 einingar. Er hugsanlegt ad hun sé minni?

A pessari mynd hefur

roksemdafaserslan hér ad

framan verid taknud med

bvi ad teikna strik 8

gegnum kerfid sem takna

pbverskurd. Annad er rétt

15
framan vid borholuna og

hitt framan vid vinnslustddina. Vid hvort strik stendur hversu mikid af oliu geeti
runnid Yfir strikid ef leidslurnar sem liggja yfir pad veeru allar fullnyttar.

Nu ma hugsa sér ad teiknud veeru fleiri strik inna myndinar, pannig ad ekki vaeri
haegt ad komast fra B til V

an pess ad fara yfir pau.

Vid hvert strik veeri svo 7

ritud hamarksflutningsgeta

roranna sem skera strikid.

A pessari mynd hafa 3
nokkur slik strik verid 15 \ L7 13
12
teiknud. A myndinni sést 2
14

ad yfir tvo strikanna geta

ekki runnid nema 12 einingar af oliu. bad skiptir pvi litlu pétt 13 einingar virdist
geta runnid inn i vinnslustodina pegar rorin naest henni eru skodud; inn i pau ror
koma aldrei fleiri en 12 einingar vegna pess ad pad komast ekki fleiri en 12
einingar yfir strikin tvo (og oll olian parf ad fara yfir pau).

Pegar hér er komid sdgu eettu lesendur ad ihuga hvort teikna parf fleiri strik a
myndina. Til ad vera viss um hver hamarksflutningsgetan sé i raun og veru 12
einingar parf ad sannfaerast um ad ekkert strik (og pad vantar nokkur a sidustu

mynd) takmarki flutningsgetuna enn frekar.
15



Setningin um mesta streymi og minnsta pverskurd

Pau rok sem notud hafa verid er haegt ad kleeda i almennan buning og setja par
med fram setningu: Mesta streymi i netkerfi er pad magn sem fleett getur um
minnsta pversnidid.

Lester Ford og D. R. Fulkerson sonnudu setninuna um midjan 6. aratug 20. aldar.

Peir eru einnig héfundar reiknirits sem nota ma til ad finna mesta streymi.

Pegar Ollum vafa um ad hamarksflutningsgetan sé 12 einingar hefur verid eytt
parf ad finna ut hvada leid olian a ad fara, p.e. hvada pipur a ad nota og hversu

miklu af oliu a ad daela um

3 (fullnytt)

: : 7 (fullnytt)
hverja peirra. uy 3(fulngty 1873 4 (fulnyt)

Myndin synir eina mogulega Ve v
B ulln

utfeerslu. Lesendur geta NGk 3 (fullyt) 0af3

3af4

vafalaust buid til adrar

3 (fullnytt)

utfeerslur.

Eins og neerri ma geta er haegt ad hugleida vidfangsefni af fleiri svibum med
somu adferd. Hér eru nokkrar spurningar sem adferdin gaeti hentad til ad svara:
e Hvad er haegt ad downldda mérgum MB fra vefpjoni i Malasiu a tolvu i

Hrisey?
e Hvad er haegt ad koma moérgum farpegum a dag fra Baltimore til Kuala
Lumpur?
e Hvad geta margir hjélreidamenn streymt fra Grottu til Nautholsvikur eftir
hjolreidastigum borgarinnar?
Vidfangsefni af pessu tagi geta ordid mjog umfangsmikil og verdur pa afar
seinlegt ad leysa pau an pess ad nota tolvur til adstodar. Pegar télvur eru

notadar til ad finna mesta flaedi i netkerfi er algengast ad notad sé reiknirit sem

16



heitir Ford — Fulkerson reikniritid i hofudid a fyrrnefndum skopurum sinum.
Reikniriti® er a pessa leid:

1. Latid uppsprettuna heita 0.

2. Merkid med 1 alla hnata sem haegt er ad komast til fra uppsprettunni gegnum

legg sem ekki er pegar fullnyttur.

3. Merkid med 2 alla hnuta sem haegt er ad komast til fra hnuti sem merktur er 1

gegnum legg sem ekki er pegar fullnyttur.

4. Haldid afram a sama hatt. Merkid hnuta sem haegt er ad komast til fra 2 med

pbremur, hnuta sem heaegt er ad komast til fra 3 med 4 o.s.frv.

5. Eflokapunkturinn faer merkingu pa er haegt ad auka streymid. Veljid leid sem

tengir saman hnutana 1,2,3,4... og aukid par med streymid.

6. Ef merkingin stédvar an pess ad lokahnuturinn fai télustaf er ekki haegt ad
auka streymid. Reikniritid stodvist.

7. Eftir ad hafa beett vid streymid med adferdinni sem lyst var er endurmetid

hversu miklu til vidbotar hver leggur getur annad og byrjad a byrjuninni.

Til utskyringar ma framkvaema

reikniritid a kerfinu sem rannsakad

var i upphafi kaflans. A myndinni ° 2

er buid ad merkja borholuna med 8

nulli, alla stadi sem eru tengdir 1 2
henni beint med 1, alla stadi sem tengdir eru peim stédum med 2 og pa stadi
sem tengdir eru peim med 3. Lengra parf ekki ad fara pvi hreinsistddin hefur
verid merkt med 3.

Pessu neest parf ad velja leid sem 3 (fullnyt)

tengir saman 0,1,2 og 3. Bester sar?

audvitad ad velja pa leid sem flytur

mesta oliu, pad hefur i for med sér 8

ad ekki parf ad framkvaema

reikniritid eins oft. Pad skiptir p6 engu mali um hina endanlegu utkomu hvada
leid er valin. A myndinni hefur leidin sem merkt er med raudu verid valin. Um

hana komast 3 einingar og ma pa segja ad steymid sé komid i 3 einingar.
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Er reikniritid pa endurtekid. Fyrst eru peir stadir sem heaegt er ad komast til fra
borholunni merktir med 1, pa naestu stadir vid med 2 og svo koll af kolli. Eins og
adur parf ekki ad halda lengi

afram, par sem hreinsistodin feer

1 3 (fullnytt) 3

6af 7
3 (fullnytt)

merkinguna 3. Pa er heegt ad

o

finna leid fra borholu til

hreinsistodvar og auka vid

streymid. A myndinni er leidin 1 3 2
sem valin var merkt med raudu og flaedid vex ur 3 einingum i 6.
Svo er haldid afram & sama hatt, p.e. reikniritid er endurtekid par til ekki tekst ad

merkja hreinsistodina med tolustaf.

A sidustu myndinni hefur reikniritid veri® endurteki® nokkrum sinnum og nu er
ekki lengur haegt ad komast fra borholunni til hreinsistédvarinnar.

Steymid er nu 12 einingar. 3 (fulnit)

3af4

7 (fullnytt)

3 (fullnytt)

Lesendur zettu ad sannreyna

ad ekki sé heegt ad koma

3 (fullnytt)

tolustaf a hreinsistodina.

4(fulinytt)

1 3 (fullnytt)
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Su steerdfraedi sem fjallad er um i pessum kafla heitir netafraedi og a upptok sin i
einfaldri spurningu, nokkurskonar gestapraut, sem ibuar Kéningsberg glimdu vid
a fyrri hluta 18. aldar. Kéningsberg var prussnensk borg og st6d a bokkum

arinnar Pregel, nalaegt 6sum hennar vid Eystrasaltid. bar er nu russneska borgin
A
B

C
"
n n

. . Kort sem synir bryrnar i
steerdfraedingurinn Leonhard Euler Kbningsbe?/g yﬁrrgna Pregel.

Kaliningrad. | Kéningsberg voru sjo
bryr yfir Pregel og hafdi einhver varpad

pbeirri spurningu fram hvort haegt veeri

ad fara i einni génguferd yfir sérhverja

bru an pess ad fara tvisvar yfir pa

somu. Vid petta glimdu ibuarnir jafnt

sem gestir borgarinnar a génguferdum

sinum uns svissneski

(1707-1783) leysti gatuna. Euler attadi sig a ad faest af pvi sem fram kemur a
landakorti af borginni skiptir mali um lausn prautarinnar. Haegt er ad takna pad
sem mali skiptir a einfaldri mynd af neti par sem leggur taknar bru og hnutar
takna sveedin sem bryrnar tengja saman. ba verdur spurningin su hvort heegt sé
ad teikna myndina an pess ad lyfta blyantinum og an pess ad teikna sama
legginn tvisvar. Til eru fjdlmargar prautir af pessari gerd sem lesendur zettu ad
kannast vid, t.d. hvort haegt sé ad teikna

mynd sem minnir a utlinur umslags. A

Euler byrjadi a ad gera greinarmun a hnutum

eftir pvi hvort fjéldi leggja sem tengist peim er

oddatala eda slétt tala. Ef fjoldi leggja sem

tengist hnut er oddatala ma kalla pann hnut C
oddahnut en ef fjoldi leggja sem tengist

hnutnum er slétt tala ma kalla pann hnut

sléttan hnut. Lausnin a prautinni felst svo i

D
bvi ad telja oddahnutana. Til ad heegt sé ad Neti& & myndinni hefur sému eiginleika
teikna myndina an pess ad lyfta blyantinum og bryrnar { Koningsberg me tilliti til

prautarinnar.
0g an pess ad teikna sdmu leggina tvisvar

parf fjoldi oddahnuta ad vera null eda tveir. Sé fjéldi oddahnuta tveir parf ad byrja

teikninguna i 66rum peirra og enda i hinum.
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Eins og sja ma a netinu sem lysir branum i
Koningsberg eru allir hnatarnir par oddahnutar
og pvi var ekki haegt ad fara yfir allar bryrnar i
einni gonguferd an pess ad fara tvisvar yfir
nokkra brd. A sidari hluta 19. aldar var attundu
brunni beett vid. Hun tengdi saman sveedi A og

svaedi D. ba voru B og C ordnir einu

oddahnutarnir og pvi uppfyllti netid skilyrdi
Eulers. Var pa haegt ad ganga yfir allar

Leonhard Euler (1707-1783).

bryrnar i einni ferd, an pess ad fara tvisvar yfir ~ Euler var einn afkastamesti
staerdfraedingur allra tima.

neina peirra, ef byrjad var i B og endad i C eda

byrjad i C og endad i B.

Afingar

1. Notid adferd Eulers til ad skera ur
um hvort heegt er ad teikna
myndirnar an pess ad lyfta
blyantinum og an pess ad teikna
sama strikid tvisvar.
J A )
=

2. Myndin synir einfalt kort af Kalinigrad
sem synir hvernig bryrnar yfir Pregel

eru nu a dogum. Er haegt ad fara yfir

allar bryrnar i einni gonguferd an

bess ad fara tvisvar yfir neina peirra?
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3.

i gdmlum hasum i Reykjavik eru
vida ibudir par sem margar leidir
eru inn i hvert herbergi og fleiri en
einn inngangur i ibudina.
Teikningin synir ibud i vesturbee
Reykjavikur. A henni eru tveir
inngangar, tvd svefnherbergi, tvaer
stofur, eldhus og bad. Er haegt ad
fara skodunarferd um ibudina
bannig ad gengid sé um sérhverjar

dyr einu sinni og bara einu sinni?

Til ihugunar

Bordst.

N
ﬂ

Stofa

Herb.
Eldh.
Bad
f Andd.
Herb.

N
R

Pott ibuar i Koningsberg hafi fyrst og fremst glimt vid prautina um bryrnar

sér til skemmtunar er haegt ad hugsa sér svipud vidéfangsefni par sem

svarid skiptir miklu mali. Snjérudningstaeki parf t.d. ad moka sérhverja

g6tu, hugsanlega einu sinni i hvora att, en pad er 6hagraedi af pvi ad purfa

ad fara um gotu sem er pegar buid ad moka. Lesendur eru hvattir til ad

finna fleiri slik vidfangsefni og velta fyrir sér hvernig meetti nota adferd

Eulers til ad leysa pau.

i prautinni um bryrnar i Kéningsberg purfti ad fara yfir sérhverja bru, fara

um sérhvern legg i netinu. Haegt er ad imynda sér adra utgafu, p.e. ad

koma purfi vid & hverjum hnut, en ekki endilega ad fara um hvern legg.

Vid slikar prautir glima allir sem purfa ad heimsaekja tiltekna stadi, svo

sem bladberar, postar og farandsalar. | slikum tilvikum er reynt ad komast

a alla stadina i sem faestum skrefum eda med sem minnstum tilkostnadi.

Vidfangsefni af pessu tagi ganga undir nafninu farandsalaprautir og geta

ordid afar flokin. Engin adferd er til sem dugar til ad finna bestu lausn a

Ollum slikum prautum en til eru adferdir sem gera tolvum kleift ad finna

lausnir sem eru tiltdlulega nalaegt bestu lausn i hveriju tilviki. Lesendur eru



hvattir til ad velta pvi fyrir sér af hverju farandsalaprautirnar eru svo miklu

floknari en prautin um bryrnar i Koningsberg.

Vefslodir

http://www.birgisson.com bar er ad finna forrit, MaxFlow, sem haegt er ad

nota til ad teikna net og reikna flaedi. Forritid er fyrir Windows og er

Okeypis.
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Mengi og mengjaadgerdir

Ordi® mengi pydir safn eda hopur. | steerdfraedi eru mengi og stak
undirstéduhugtok, og dnnur hugtok, t. d. tdlur, eru skyrd og skilgreind ut fra peim.
Peir hlutir sem eru i mengi eru kalladir stok mengisins. Skodum nokkur deemi um
mengi:

Mengi talnanna a venjulegum teningi inniheldur sex stok, og er heegt ad skrifa
mengid nidur med pvi ad telja stokin upp inni slaufusviga: {1, 2,3, 4,5,6} .

Mengi enskra sérhljoda er mengid {a,e,i,0,u,y} . Ef vid kdllum petta mengi A, ba
getum vid sagt ad i sé staki 4 med pvi ad skrifa ie 4.

Sléttar tolur milli 15 og 25 mynda mengid ¥ ={16,18,20,22,24} . Vid getum ba

skrifad ad 22V, p. e. 22 er stak i menginu V, og einnig ad
23¢V , p. e.ad 23 er ekki stak i menginu V.

Ef mengi inniheldur éendanlega morg stok er ekki haegt ad skrifa 6ll stok
mengisins nidur. ba beitum vid 66rum adferdum:

Mengi sléttra talna meetti takna S ={2,4,6,8,10,12,. . }, eda
S = {x | x=2-n,ne N} , en petta er lesid ,mengi peirra talna x pannig ad x sé
tvisvar sinnum einhver natturleg tala".

Hlutmengi, témamengi og grunnmengi

Mengid A er sagt vera hlutmengi i menginu B ef sérhvert stak i A er einnig i B.
petta er taknad 4 c B.

Mengid A er sagt vera eiginlegt hlutmengi i menginu B ef sérhvert stak i A er
einnig i B, en A er ekki allt mengid B.
petta er taknad 4Ac B.

Pannig er sérhvert mengi hlutmengi i sjalfu sér, og mengi oddatalna er hlutmengi
i mengi natturlegra talna.

Par sem tvdé mengi eru eins ef pau innihalda nakeemlega sdému stok, pa er bara il
eitt mengi sem inniheldur ekkert stak. bad er kallad tomamengid, og er taknad
med .

Grunnmengi er pad mengi sem verid er ad vinna i hverju sinni. bannig er t. d.
mengi natturlegra talna edlilegt grunnmengi pegar verid er ad tala um sléttar tolur
og oddatolur. bPegar verid er ad vinna med bil a talnalinunni er mengi
rauntalnanna edlilegasta grunnmengid, pvi 6ll bil eru hlutmengi i pvi.
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Mengjaadgerdir og Venn-myndir

Sammengi mengjanna A og B er mengi sem inniheldur 6ll stok ur A og lika oll
stok ur B. ’
Pad er taknad med 4 U B, og er lesid ,A sam B“. A taknmali er

AuB={x|xeA eda xeB}.

Daemi: Ef 4={1,2,5} og B={a,s,d},pader AUB={1,2,5,a,s,d}.

Snidmengi mengjanna A og B er mengi sem inniheldur pau stok sem eru baedi i
A og lika

i B. Pad er tdknad med 4N B, og er lesid ,A snid B*. A taknmali er

AnB={x|re 4 og xeB}.Efsnidbmengi tveggja mengja er tomt, . e.
mengin

hafa ekkert stak sameiginlegt, pa er sagt ad mengin séu sundurlzeg.

Daemi: Ef 4={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}0g B={3,6,9,12,15}, b4 er AnB={3,6,9}.

Fyllimengi mengisins A inniheldur 6ll pau stok grunnmengisins sem ekki eru i A.
Fyllimengi A er taknad med A'. A taknmalier 4'={xeG |x¢ 4}.

Dami: Ef grunnmengid er nattarlegar tdlur og A er mengi sléttra talna, pa er
A' mengi oddatalna.

Dami: Ef grunnmengid G eru vikudagarnir sj6 og A er mengi vinnudaga, p.e.
G = {sunnudagur, manudagur, pridjudagur, midvikudagur, fimmtudagur,
fostudagur, laugardagur}

A = {manudagur, pridjudagur, midvikudagur, fimmtudagur, féstudagur}
ba er A' = {laugardagur, sunnudagur}.

Mismunamengi:
Mengi sem inniheldur pau stok ur A sem ekki eru i B er tdknad 4\ B . Taknid er

lesio , A minus B “. A taknmalier 4\B={x|xe 4 og x¢B}.

Athyglisvert er ad fyllimengi mengisins A ma pa taknamed 4'=G\ 4,
par sem G er grunnmengid.

Daemi: Ef 4={1,2,3,4,5,6,7) og B={2,4,6,8,10}, b er 4\B={1,3,5,7).
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Svonefndar Venn-myndir eru mikid notadar til skyringa i mengjafraedi. Med
slikum myndum er haegt ad syna samband peirra mengja sem koma vid sogu:

. G
&, B A B
AUB ANB
A sam B A snid B
— G E]
2
A B
A' A\B
Fyllimengi A A minus B
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Dami:

Taknum med Venn-mynd tengsl eftirfarandi hlutmengja ur natturlegu tolunum:

A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} G

B

{2,4,6,8,10,12,14,16,18,20}
C= {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30}

A myndinni sjaum vid til deemis ad

AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,16,18,20}

ANB={2,4,6,8,10}
ANBNC={6}
ANC={3,6,9}
A\B={1,3,5,7,9}
A\(BULC)={1,5,7}

Afingar

1. Skradu oll hlutmengi i menginu A pegar
a) A={1}
b) 4={1,2}
c) 4={1,2,3}

2. Skradu nidur mengin AUB og AN B pegar

a) 4={4,8,10} og  B={3,4,7,10}
b) 4={0,5,11} og B={3,7,813}
c) 4={3,6,15} og B={3,5,6,15}
d) 4={7,8,20} og  B={78,20}

3. Skradu eftirfarandi mengi nidur pegar 4={2,3,5,8,9} og B={3,4,7,8}:

(A\B)u(ANB)
f) (B\4)u(4NB)
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Gefin eru eftirfarandi hlutmengi ur grunnmenginu
G={1,2,3,4,...,48,49,50}

{x eG |x er ferningstala}

{xe G | X er frumtala}

{
{

xeG | X er oddatala}

A
B
C
D={xeG|x erslétt tala}

a) Hver af pessum mengjum eru sundurlaeg?
b) Er eitthvert mengid hlutmengi i 66ru ?
Gerid stakaskra yfir eftirfarandi mengi:
C) A\B=

d) B\A4=

e) B\C=

f) C\B=

g)B\D=

hYyANnB =

i) C'mD'=

j) B'"\C=

K) C'uAd=

Mengid A inniheldur 70 sték og mengid B inniheldur 35 stdok. Snidmengi
peirra inniheldur 20 stok. Hversu morg stok erui 4 U B ?

Madur nokkur a 70 hunda, sem eru allir annadhvort svartir eda hafeettir.
Peir svortu eru 45 talsins og peir hafaettu eru 40. Hversu margir af svortu
hundunum eru hafaettir? Teiknadu Venn-mynd.

Verkefni

1.

Holdum afram med aefingu 1 hér ad framan. Hversu morg hlutmengi eru i
mengi med n stokum?

Um mengin A, B og C er vitad ad

AN B inniheldur 12 stok AU B inniheldur 65 stok
AN C inniheldur 15 stok AU C inniheldur 75 stok
BN C inniheldur 17 stok B U C inniheldur 80 stok

AN BN C inniheldur 7 stok

Teiknadu Venn-mynd og finndu stakafjoldann i hverju mengjanna a
myndinni. Hversu morg stok erui AUBUC?
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Talningarfrzaedi

A hversu marga vegu . . .
Hvad eru margir mismunandi moguleikar . . .

Su grein steerdfreedinnar sem leitast vid ad svara spurningum i pessa veru nefnist
talningarfraedi, og slikar spurningar hefjast gjarnan & oréum svipudéum og hér ad
framan.

Margfoldunarreglan

A hépmatsedli er haegt ad velja milli tveggja forrétta og priggja adalrétta. Hve
margar mismunandi tveggja rétta maltidir er haegt ad setja saman?

Hér parf pa fyrst ad velja forrétt, en pad er haegt ad gera a tvo vegu. Sidan er
haegt ad velja adalrétt, en pad er haegt ad gera a prja vegu. Heildarfjoldi
modguleikanna verdur pa samkveemt margféldunarreglunni 2-3 =6 mdguleikar.

Skodum petta & mynd:
/ < \/Fz \
1 A3 A1 A2 A3

Pegar byrjad er i 0 og farid fyrst i annan forréttinn og sidan einhvern adalréttinn,
ba sjaum vid ad vid getum endad a sex mismunandi stoédum sem allir standa fyrir
mismunandi maltidir.

0

1

A A,

Su regla sem birtist i pessu deemi gildir einnig pott velja purfi oftar en tvisvar
sinnum. Til deemis ef eftirréttirnir vaeru fjorir, pa meetti bda til 2-3-4=24
mismunandi priggja rétta maltidir. Petta ma hugsa pannig ad fyrir hverja af
bessum sex tveggja rétta maltidum ma velja milli fjiogurra eftirrétta, svo peir
moguleikar sem fyrir voru margfaldast med fijorum.

Margfoldunarreglan:
Ef fyrst er valid a milli n méguleika og sidan milli m moguleika, pa er heildarfjoldi
valmoguleikanna n-m .

Afingar

1. Gudmundur & prja skrufblyanta og fimm kulupenna. A hve marga vegu
getur hann valid sér skriffeeri?

2. Folksbilategund er faanleg i sex mismunandi litum, med taui eda ledri a

saetum i premur mismunandi litum hvorttveggja, med eda an beinnar
innspytingar og med eda an sollugu. Ef umbodid eetlar ad hafa allar
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10.

11.

12.

mogulegar utgafur af bilnum til, hversu marga bila purfa peir pa ad hafa ad
lagmarki a lager?

i 1.A eru 12 strakar og 10 stelpur, i 1.B eru 10 strakar og 13 stelpur og i
1.C eru 8 strakar og 12 stelpur. A hve marga vegu er haegt ad velja einn
strak og eina stelpu ur hverjum bekk( p. e. 6 nem. alls)?

Hjolalas er med fijorum tdkkum, og hvern peirra er haegt ad stilla a prja
vegu. Hve marga moguleika parf ad préfa ef madur er buinn ad gleyma
stillingunni a lasnum?

Hjolalas er med premur tokkum, og hvern peirra er haegt ad stilla & fjéra
vegu. Hve marga moguleika parf ad préfa ef madur er buinn ad gleyma
stillingunni a lasnum?

Ur hépi sjo skata a ad velja einn sem sér um matseld og annan sem
safnar brenni. A hve marga vegu er pad haegt?

Starfsmonnum fyrirtaekis eru gefnar einkunnir i premur flokkum,
starfshaefni, samstarfsvilja og snyrtimennsku. Einkunnin er einn af
bokstdfunum A, B, C, D og E. A hve marga vegu er haegt ad gefa
starfsmanni einkunnir?

i morsstafréfinu eru bokstafirnir taknadir med punktum U og strikum — . Til
daemis er bokstafurinn S taknadur med premur punktum. Ef A er taknad
med U, Amed — ,Bmed "~ ,C med "~ o.s.frv., hvad parf pa samtals
morg strik og punkta til ad takna bokstafinn O? Vid reiknum med ad
bokstafirnir séu 34 alls.

A hve marga vegu er haegt ad fylla Gt getraunasedil med einni réé og 13
leikjum?

A hve marga vegu er haegt ad fylla ut getraunasedilinn pannig ad allir
leikirnir séu rangir?

A bingi sitja 12 frjalslyndir, 10 afturhaldssamir, 7 ihaldssamir og 4
umbdtasinnar. A hve marga vegu er haegt ad skipa fjogurra manna nefnd
pannig ad allir flokkar eigi sinn fulltrua?

Hve morg mismunandi merki er haegt ad senda med fimm ljoskdsturum
med pvi ad lata loga @ sumum késturunum og 68rum ekki?
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Umradanir

A hve marga vegu er haegt ad rada premur hlutum, t. d. bokstéfunum A, B og C?
Vid getum valid fremsta stafinn & prja vegu, eftir pad getum vid valid midstafinn &
tvo vegu, og ad lokum er pa bara einn moguleiki ad velja aftasta stafinn.
Samkveemt margfoldunarreglunni er pa fjoldi moguleikanna 3-2-1=6.

Pessi tala er nefnd prir hrépmerkt, skrifad med upphrépunarmerki, 3!.

Almennt gildir ad

0!=1

=1

21=2.1=2

31=3-2-1=6

41=4.3.2.1=24
nl=n-(n-1)-(n-2)- . ..-3-2-1

Talan n! segir til um a hversu marga vegu sé heegt ad rada n hlutum.
Dami: Hversu margar fjdgurra stafa télur er haegt ad bua til ar télustéfunum
1, 2, 3 0og 4 ef hver peirra a ad koma einu sinni fyrir i hverri tolu?
Hér parf ad rada pessum fjorum tolustofum, og pad er haegt a 4!=24 vegu.

Stundum parf baedi ad velja og rada, eins og i eftirfarandi daemi:

Dami: A hve marga vegu getur fidpgurra manna fiéIskylda setid til bords ef sex
seeti eru vid bordid?

Vid byrjum a ad velja seeti fyrir fyrsta manninn. Pad er haegt a 6 vegu, og naesti
madur getur valid um 5 seeti, sa pridji um 4 og sa sidasti um 3 seeti, og pvi verda
moguleikarnir 6-5-4-3 =360 alls.

petta er deemi um almenna reglu.

n!

(n—k)!

Haeegt er ad velja og rada k hlutum ar mengi med n hlutum & P(n,k) vegu.

Talan P(n,k) er skilgreind med P(n,k)=

A mdrgum reiknivélum er takki til ad reikna pessa télu, .

6! 720

Talan P(6,4)= (6-4) T=360, er pvi svarid vid deeminu ad ofan.
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Daemi: A hve marga vegu er haegt ad stilla upp 11 manna knattspyrnulidi, ef ur
15 ménnum er ad velja og reiknad er med ad allir geti spilad allar stédur?

Vid purfum pa ad velja 11 af 15 og rada peim i stdédur,
!
P(15,11)= B 5410
!

(15-11)

Samantektir (tvilidustudlar)

Talan C(n,k) eda (Z] lesi® ,n yfir k* er skilgreind med jofnunni

n!

C(nk)=————
( ) (n—k)! k!

A mérgum reiknivélum er takki til ad reikna pessa tc'jlu,.

Heegt er ad velja k hluti ir mengi med n hlutum & C(n,k) vegu, eda
C(n,k)er fjoldi hlutmengja med k stékum i mengi med n stékum.

Munurinn & samantekt C(n,k)og umrédun P(n,k) er pvi ad begar rédin &
nidurstédunni skiptir mali, ba gefur P(n,k) réttan fjdlda, en ef rédin skiptir ekki
mali pa er pad talan C(n,k) sem gefur rétta nidurstodu.

Dami:

1. A hve marga vegu er haegt ad velja priggja manna stjérn i tiu manna
félagi?

Hér verdur svarid C(10,3) =120, pvi réd stjornarmanna skiptir ekki mali.

2. A hversu marga vegu er haegt ad velja formann, ritara og gjaldkera i tiu
manna félagi?

Hér verdur svarid P(10,3)="720, pvi pbad parf baedi ad velja prja og skipa
pbeim i embaetti(rada peim), svo r6d mannanna skiptir mali.

Afingar

1. Hversu margar fijdgurra stafa télur er haegt ad mynda ur télustéfunum
1,2,3,4,5,6 og 77 (Ath. ad sami stafur getur komid fyrir oftar en einu sinni).

2. Hversu margar fjogurra stafa tolur er haegt ad mynda ur télustéfunum

1,2,3,4,5,6 og 7 ef enginn tdlustafur ma koma fyrir oftar en einu sinni i
hverri tolu?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Hversu margar mismunandi prennur eru i venjulegum spilastokk?

A hve marga vegu er haegt ad koma sjo fyrirtaskjum fyrir i tiu
syningarbasum?

Hvad eru til margar mismunandi fjdgurra stafa tolur?
A hve marga vegu er haegt ad velja sex nemedur ar 20 manna bekk?

A hve marga vegu er haegt ad velja sex straka og sjo stelpur ur bekk med
tiu strakum og tolf stelpum?

A hve marga vegu er haegt ad rada stéfunum i ordinu litur?

Sex punktar eru a hringferli. Hve morg strik er haegt ad draga
a milli tveggja af punktunum?

i isbud er hzegt ad velja & milli tiu mismunandi tegunda af iskalum. Erla og
Ari aetla ad fa sér prjar kualur hvort. Ara er alveg sama i hvada r6é kulurnar
eru i forminu.

a) Hvad getur Ari fengid sér marga mismunandi isa?

b) R6d kulnanna i forminu skiptir miklu mali fyrir Erlu. Hvad getur hun
fengid sér marga mismunandi isa?

Pizzustadur bydur upp a 12 mismunandi tegundir af aleggi. Hversu margar
mismunandi pizzur med premur aleggstegundum er haegt ad kaupa hja
beim?

A hve marga vegu er haegt ad stilla upp fidgurra manna bodhlaupssveit ar
hopi tiu hlaupara?

Fimm menn standa og bida eftir streeté. A hve marga vegu geta peir
myndad réd?

Eg barf ad koma vid & fimm stédum & leidinni heim. A hve marga vegu get
€g gert pad?

prjar kalur eru merktar med télustéfunum 2, 3 og 4. A hve marga vegu er
haegt ad

a)rada kulunum i rod?

b) rada peim pannig ad paer myndi priggja stafa oddatolu?

c) rada peim pannig ad paer myndi priggja stafa slétta tolu?

Vélstjéri hefur eftirlit med fimm vélum. A hve marga vegu getur hann
heimsott vélarnar a eftirlitsferd sinni?
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Verkefni.

1. A hve marga vegu er haegt ad rada stoéfunum i ordunum
a. Bord
b. Inna
c. Anna
d. Annan
2. Allir pekkja krossleikinn hér til hlidar. A hve marga vegu er haegt ad leika
prja fyrstu leikina pegar tekid er tillit til samhverfunnar i myndinni? (Pa
verda t.d. bara prir moguleikar ad leika fyrsta leikinn: i horn, i midjuna eda
a midja hlidina).
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Tolur og talnamengi

Tolurnar 1, 2, 3,4, 5,6, ...o0.s.frv. eru kalladar nattarlegar télur .

Nafnid er veentanlega komid til vegna pess ad petta eru peer tolur sem vid notum
til pess ad telja med, og peer pykja pessvegna naer pvi ad eiga uppruna sinn i
natturunni en adrar tolur. bad er audvelt ad skilja ad menn hafi fundid upp adferd
til ad telja, hvort heldur er bufénad, verkfeeri eda born. En natturlegu télurnar
duga skammt pegar parf ad fara ad reikna. Ymislegt veldur pvi ad nattarlegu
tolurnar eru ekki fullnaegjandi fyrir morg fyrirbrigdi sem standa naerri daglegu lifi.
Til deemis verda neikveedar télur og brot ,edlilegar” og naudsynlegar tolur i
timatalsreikningum. Timatal er alltaf midad vid einhvern upphafspunkt, og pa fa
pau ar sem lidin voru fyrir upphafspunktinn neikveaett artal. Pannig verdur sa timi
sem lidinn var fyrir nallpunktinn neikvaedur i reikningum. Haegt er ad nota adra
vidmidun en faedingu Krists. Vestmannaeyingum er til deemis tamt ad mida
timann vid gosid i Heimaey, og t6ludu pvi oft um ad eitthvad hefdi gerst svo og
svo morgum arum fyrir eda eftir gos. Gosid i Heimaey akvardadi nullpunktinn, og
pbannig hafdi atburdur sem gerdist premur arum fyrir gos gerst arid -3, og hafdi
bvi gerst fyrir atta arum pegar lidin voru fimm ar fra gosi. Med pessu mati er alltaf
haegt ad finna lengd timabils milli tveggja artala med pvi ad draga laegra artalid
fra hinu. Pannig var nullinu baett vid og neikveedum heilum télum, og er pa komid
pad sem vid kollum heilar télur, en med tilkomu peirra hoféu allir samlagningar-
og fradrattarreikningar fengid lausn, og um leid edlilega merkingu. pPad er
naudsynlegt ad taka eftir pvi ad allar natturlegu télurnar eru vitaskuld heilar, p.e.

natturleg tala er einnig heil tala:

Mengi nattarlegra talna er tdknad med N:

N={1,2,3,4,5,6,...}

Mengi heilla talna er taknad med Z:

Z={...-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}
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Nafnid heilar tolur visar til pess ad peim er radad upp med einni heilli einingu a
milli peirra & talnalinu. Talnalinan er hugsud eins og kvardi eda malband og er
ekki adeins 6endanleg i badar attir, heldur einnig ,6endanlega fingerd“. Pad

merkir ad a milli tveggja punkta a talnalinu eru alltaf éendanlega margir punktar.

Nattaran sér til pess ad vid viljum hafa nakveemari timakvarda en artol. Arstidir,
dagur og nétt, fl6d og fiara valda pvi ad arinu er skipt upp i manudi og daga. |

framhaldi af pvi eru hlutar ur ari ordnir edlilegur hluti af daglegu lifi. Til deemis er
arid 12 manudir eda 365 dagar, og pvi eru prir manudir % ur ari, og 25 dagar

eru 2 ur ari. bessi brot ma svo reyndar baedi stytta, 3 = 1 ar ari, og 25 = £l
365 12 4 365 73

ar ari.

Raed tala (brot) feest pegar einni heilli tolu ( pd ekki 0) er deilt upp i adra heila
tolu. Allar télur sem geta komid fram sem utkoma ur slikri deilingu eru nefndar
reedar tolur. Vid segjum oft ad mengi reedra talna innihaldi allar télur sem haegt sé
ad skrifa med almennu broti. Pannig eru allar heilu télurnar raedar (og pa allar

nattarlegu tolurnar lika), pvi paer er haegt ad skrifa med almennu broti

(t.d. er —5 :_—Sj
1

Mengi raedra talna er taknad med Q:

Q={% | a,beZogb;ﬁO}

Eins og fyrr sagdi, pa er talnalinan peim eiginleika gaedd ad a milli sérhverra
tveggja punkta a henni eru 6endanlega margir punktar. Vid litum a sérhvern
punkt linunnar sem t6lu, og pannig mynda allir punktar talnalinunnar pad sem
vid kéllum mengi rauntalna, og er taknad med R. Allar paer télur sem fyrr voru
nefndar, natturlegar, heilar og raedar eru pvi rauntdlur, og auk peirra télur sem
kalladar eru éraedar télur. bad eru einfaldlega allir peir punktar talnalinunnar
sem ekki samsvara broti, p.e. allar tolur sem ekki er haegt ad skrifa sem almennt
brot heilla talna. Rauntdlurnar skiptast pannig i tvennt, annars vegar raedu

télurnar og hins vegar 6raedu télurnar.
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Mengi rauntalna : R : Allir punktar talnalinunnar.

Talnalinan hefur fleiri merkilega eiginleika. Einn er sa, ad ef vid skiptum henni i
tvo hluta a einhverjum stad, pa feer annar parturinn endapunkt en hinn ekki. Pad
er astaeda pess ad vid faum prjar mismunandi tegundir af bilum, en butur af

talnalinunni er kalladur bil :

Opin bil: bad eru bil sem engan endapunkt hafa:

(a,b)={xeR|a<x og x<b} inniheldur allar rauntSlur sem eru & milli a og b.
(¢a)= {x eR|x< a} inniheldur allar rauntdlur sem eru minni en a.

(a,—)={xeR|a<x} inniheldur allar rauntSlur sem eru steerri en a.

Lokud bil: Pad eru bil med endapunkt badum megin:

[a,b] = {x eR | a<x< b} inniheldur allar rauntélur steerri eda jafnar a og minni eda

jafnar b.

Halfopin bil: Pad eru bil med endapunkt 68ru megin:

<a,b] = {x € R| a<x< b} inniheldur allar rauntolur steerri en a og minni eda jafnar b.
[a,b)={xeR|a<x<b} inniheldur allar rauntlur steerri eda jafnar a og minni en b.
<<—,a] = {x € R| x< a} inniheldur allar rauntélur sem eru minni eda jafnar a.

[a,—)) = {x eR|a< x} inniheldur allar rauntdlur sem eru steerri eda jafnar a.

36



Afingar

Taknadu eftirfarandi mengi med biltakni:

1. Mengi rauntalna steerri en 0 og minni en 7

2. Mengi rauntalna steerri eda jafnar 0 og minni en 10

3. Mengi rauntalna steerri eda jafnar 0 og minni eda jafnar 10
4. Mengi rauntalna steerri eda jafnar 20

5. Mengi rauntalna steerri en -5 og minni en 10

6. Mengi rauntalna minni eda jafnar 1

Lystu eftirfarandi bilum i ordum. Hver peirra eru opin, hver lokud og hver eru
halfopin?

7. [-14]

8.  (0,%]

9. (0,-)

0. [V2.7)

1. («,100)

12. (100,-)

13. (>

Natturlegar tolur

Sumar natturlegar tolur hafa sérstaka eiginleika sem adrar hafa ekki. Allir pekkja

sléttar t6lur og oddatoélur :

Mengi jakveedra sléttra talna : {2, 4, 6, 8, 10, . . . }

Mengi jakveedra oddatalna: {1, 3,5,7,9, ...}

Pessi mengi skipta natturlegu télunum brédurlega milli sin - mengi sléttra talna

feer i sinn hlut paer télur sem talan 2 gengur upp i, en mengi oddatalna faer peer

sem 2 gengur ekki upp i.
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Sérstaklega athyglisverdar eru peer tolur sem ekki er haegt ad skrifa sem
margfeldi nema med 1 og tolunni sjalfri. Slikar tolur nefnast frumtélur, eda

primtélur. Pad eru télurnar

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, . . .

Talan 1 telst ekki til frumtalna, og 2 er eina slétta frumtalan, par sem 2 gengur
upp i allar hinar sléttu tolurnar. baer télur sem ekki eru frumtdlur eru kalladar
samsettar télur, vegna pess ad peer eru samsettar ur margfeldi tveggja eda fleiri
frumtalna. Til daemis er talan 66 samsett, pvi 66 =2-3-11.

Pad ad skrifa samsetta télu sem margfeldi annarra talna kallast ad patta tdluna,
og télurnar sem mynda margfeldid kallast paettir. Vid getum pattad tdluna 66 a

fleiri vegu en gert var hér ad framan:

66=06-11
66=2-33
66=3-22

En i 6llum pessum tilvikum er einhver patturinn samsett tala sem haegt er ad
patta upp i frumtolur. Ef pattad er eins mikid og haegt er, pannig ad allir peettirnir
eru frumtolur, pa faest alltaf sama nidurstadan: 66=2-3-11. bess vegna getum
vid sagt ad talan 66 innihaldi frumpaettina 2, 3 og 11, og pad ad patta pannig ad
allir paettir séu frumtolur, kallast ad frumpatta. Samkvaemt pvi sem hér stendur
er pvi adeins til ein frumpattun fyrir téluna 66, og pad gildir reyndar fyrir allar tdlur,

svo vid setjum pad i reglu:

REGLA:

Sérhver samsett tala hefur adeins eina frumpattun (burtséd fra réd pattanna).

Eftirfarandi adferd er gjarnan notud til pess ad patta tolur. Vid synum hana med

pvi ad patta téluna 111078. Vid hofum vasareikninn vid hendina, og byrjum a pvi
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ad athuga hvort fyrsta frumtalan, talan 2, gangi upp i télunni, 111078 :2 =55539.

ba skrifum vid

111078 ------ 55539

2

Nu gengur 2 ekki upp i 55539, svo vid profum naestu frumtolu, 3:
55539:3=18513, svo vid baetum vid myndina,

111078 ------ 55539 ------ 18513

2 3

Nu gengur 3 aftur upp i 18513,

111078 ------ 55539 ------ 18513 ------ 6171

2 3 3

NuU gengur 3 enn upp i 6171, svo vid deilum enn med 3,

111078 ------ 55539 ------ 18513 ------ 6171 --—---- 2057

2 3 3 3
Nu gengur 3 ekki upp i 2057, svo vid préfum naestu frumtolu, 5. Han gengur ekki

heldur, svo vid préfum naest 7. Su deiling gengur ekki heldur, og pa er neesta
frumtala 11, og 2057:11=187,
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111078 - 55539 ------ 18513 === 6171 =----- 2057 ----- 187

| | | | |
2 3 3 3 11

Enn gengur 11 upp i 187,

111078 ------ 55539 ------ 18513 ------ 6171 -—---- 2057 187 17

2 3 3 3 11 11 17

Nu er 17 frumtala, svo frumpattun télunnar 111078 er fengin,

111078 =2-3*-11°-17.

AEfing : battid télurnar 1460, 1461, 1462, . . . 1470 med pessari adferd.

Verkefni

i matvérubtdum er hamborgurum med braudi oft pakkad i pakka med

tveimur og pakka med fjérum hamborgurum, til pess ad flyta fyrir

afgreidslu. Athugid hvada fjélda af hamborgurum er heegt ad kaupa med

pbessu moti (fra 1 upp i 20).

Hverju myndi pad breyta ef hamborgurunum veeri pakkad

a) i pakka med 2 og i pakka med 5 borgurum

b) i pakka med 3 og i pakka med 6 borgurum

c) i pakka med 3 og i pakka med 7 borgurum

Hvad er pad sem skiptir mali svo haegt sé ad kaupa sem flestar

mismunandi télur af hamborgurum?
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Fleiri gerdir natturlegra talna

Ferningstolur eru tolurnar

I’ =1
2° =4
3’ =9
4’ =16
5 =25
0. s. frv.

Nafn sitt hafa paer fengid vegna pess ad sérhverri peirra er haegt ad rada upp i

ferning:
1 4 9 16

Prihyrningstolur eru peer télur nefndar sem radast upp i jafnarma rétthyrndan

brihyrning, sbr. pessar myndir:

[ ] (] ° [ J ° [ ]
[ ] [ ] [ ] ° ° ° ° ° L] [ ]
1 3 6 10
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Verkefni

1. Skrifid nidur reglu fyrir
a. ferningstolum
b. prihyrningstdlum

2. Eru einhver tengsl milli ferningstalna og prihyrningstalna?
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Vasareiknirinn

Pegar slegid er inn 2+3-67 = a vasareikni, pa gefur hann svarid 203. Pad pydir
ad hann margfaldar saman 3 og 67 og beetir utkomunni vid téluna 2, sem er i
samraemi vid paer forgangsreglur sem gilda um reikniadgerdir. En pott
vasareiknirinn viti i hvada r6d eigi ad framkvaema adgerdir sem slegnar eru inn,
pa verdur pad i okkar verkahring ad sla hlutina inn pannig ad hann fai rétt
skilabod. Ef daemid ad ofan hefur att ad reikna ut samanlagt verd a tveimur
léttmjolkurlitrum og premur litrum af nymjolk, ef hver mjolkurlitri kostar 67 kronur,
ba hefur okkur augljéslega ordid a i messunni. Til pess ad reikna pad ut eru tveir
kostir i stédunni. Annadhvort ad sla inn 2-67 +3-67 = sem pydir ad verdid a
léttmjolkinni er reiknad sér og lagt vid verdid a nymjdlkinni. Hinn moguleikinn er

ad sla inn (2+3)-67 = sem bydir ad fyrst er fjoldi litranna reiknadur og hann

sidan margfaldadur med verdi hvers litra, pvi sviginn breytir rédinni a
adgerdunum. Vitaskuld faest sama nidurstada ur reikningunum, en astaedan fyrir

pvi er kollud dreifireglan:

(a+b)-c:ac+bc

Pegar vid lesum regluna fra vinstri til haegri, pa erum vid ad margfalda inn i sviga.
Ef vid lesum hana i hina attina, pa erum vid ad taka ut fyrir sviga. Athugadu ad

rod pattanna skiptir ekki mali, reglan er lika oft skrifu® svona:

c-(a+b):ca+cb

par sem vasareiknirinn pekkir forgangsrod adgerdanna, pa er pad ekki margt
sem a ad geta farid urskeidis pegar vid sldum inn uppsett deemi, pvi i
meginatridum slaum vid inn nakvaemlega pad sem stendur a bladinu. bad er p6

tvennt sem parf ad varast - ferningsrét(eda adrar raetur) og brotastrik:

Ef fleiri en einn lidur er undir rétarmerki eda a brotastriki, pa getum vid latid

sviga utan um lidina.
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Dami:

1. J23,5-3,2+56,7 =

JU23. 543, 2406.7)
11.48477253

23-3.9,7
253-2,1-3,4
CAS=3H9, Fas255—-

2.1%3.40
- BZ24218268

Ef baedi nefnari og teljari brots eru einn lidur(engin + eda — merki i brotinu), pa er
einfaldast ad margfalda saman alla peetti teljarans og deila svo med hverjum
baetti nefnarans fyrir sig. Pad ad tala sé undir striki pydir ad pad a ad deila med

henni, pétt margféldunarmerki sé a milli talnanna i nefnaranum.
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2500-5,8-253
100-365

228845, S+235- 186
g b
186, 3EE5493

Reiknid eftirfarandi aefingar a vasareikninn:

1. 2,3-3,7-(45-(23,2-2,1)) =

5 52,3-3,5

' 1,5+3,2
2-§—8,73

3., - -
12,7-15,8

4. JB.2+7,9)-53=

J23000-460-2,5
7,6+2,3-55
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Fleiri moguleikar vasareiknisins

Flestir natima vasareiknar bua yfir ymsum moguleikum sem oft eru ekki nyttir

sem skyldi. Einn af peim er reikningur med almennum brotum, en vid pa

reikninga er notadur takki med takninu |a

Dami:

2l+32=
4 5

o |o

Hér gefur vasareiknirinn nidurstoduna 5;—(3), og ef ytter a

heilu téluna inn i brotid, % Ef sidanerytta |a

o |o

oo

5]

. Hann ma nota eins og hér er synt:

shift

o o

N}
o o

2| pa fellir hann

, pa breytir hann almenna

brotinu i tugabrotid 5,65. Hér & eftir eru aefingar i reikningi med almennum brotum

Skilid svari i 6llum tilvikum i almennu broti.

a vasareikni.
Afingar
1. g+§=
3 6
2. 32,4l 35
3 4 12
3 L 1.1
24 58 174
4. 3-§:Z:
4 4
5 .30_
15 21
6. 3.21_
4 3 6
7. E:5=
4

232
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Jofnur og jofnuhneppi leyst med vasareikni

Vasareiknar geta margir leyst linuleg jéfnuhneppi med tveimur og premur
opekktum steerdum, og einnig leyst annars stigs og pridja stigs jofnur. bar sem
pad er arid misjafnt hvernig unnid er & mismunandi tegundir vasareikna, pa
lysum vid ekki innsleettinum hér i békinni. En vasareiknum fylgir alltaf itarlegur
leidarvisir sem upplagt er ad hafa vid hondina. En hér a eftir eru aefingar og

verkefni sem aetlast er til ad séu leyst med vasareikni.

Afingar

Leystu eftirfarandi jofnuhneppi med vasareikni:

’ 2x+y=S5
' 3x-y=10
=3x+y=7
2. Y
x+4y=2
3x-4y=7
3. g
x+2y=4
4x+y=—4
4. T
x—-2y=28
+2=
5. 7077
x+2y=-1
x—y=3
6. g
2x+3y=11
I+x=
7. g
xX+y=6
x+y=10
8. g
2x-y=-4
=x-4
9. 7
x=y-9
1 1
—x+=y=5
10. 27737
x—-y=5
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4y—-2x=8
x—-2y=-4

11.

x+3y—-4z=-1
12.  2x—-y+z=5
3x-2y—-z=8
xX+y+2z=5
13.  2x—y+z=7
x+y-3z=-10
x+y+z=1
14. x-y-z=3
2x+y+3z=-1
3x-2y+2z=-2
15, x+y-3z=2

2x—-2y—-4z=1
xX+3y+2z=-6
16. y—-x-5z=10
3x—y+z-2=0
Verkefni
1. Skiptu tolunni 24 i tvo hluta pannig ad steerri talan sé premur laegri en

tvofold minni talan.

2. Finndu prjar télur sem hafa summuna 40. Su steersta er prefdld su
minnsta, og er lika 3 laegri en tvofold midtalan.

3. Hve miklu af 75% og 40% lausn parf ad blanda saman til ad fa 6 litra
af 60% lausn?

4. Bilstjori ekur 160 km vegalengd. Hann ekur a 100 km hrada a kist i
dreifbyli en @ 40 km hrada a klst i péttbyli. Ferdin tok 2 kist. Hve langt
ok hann i péttbyli?
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Margir vasareiknar leysa einnig 2.stigs og 3.stigs jofnur. Studlar jofnunnar eru pa
slegnir inn i vasareikninn, og hann gefur sidan lausnir jofnunnar, ef hun hefur

lausn & annad bord. Leystu eefingarnar hér fyrir nedan med vasareikni.

Afingar

—

~1,5x” +750x - 60000 = 0

2. 0,1x*—1,6x+6,3=0

3. —0,Ix*+1,5x-5=0

4. —0,2x" +6x=40

5. x*+1,85x-2,45=0

6. x°—14,85x+34,2=0

7. 0,84x°—3,47x=09,45

8. —8,45x> +16,84x+12,5=0

9. 645,2x-862,5=42,4x"

10. -0,1x* +10x—-50 =190
Verkefni

1. | rétthyrningi er dnnur hlidin 6 cm lengri en hin. Flatarmal rétthyrningsins er
112 cm?. Hve langar eru hlidarnar?

2. Flatarmal rétthyrnings er 14 cm?. Onnur hlidin er 0,5 cm lengri en hin.
Finndu lengdir hlidanna i rétthyrningnum.

3. Fyrirteeki framleidir og selur x einingar af voru a dag. Hagnadurinn i
krénum er gefinn med fallinu H (x) = —x* +600x — 50000 .

a. Hve margar einingar parf ad selja a dag til ad hagnadurinn verdi
30000 kr?
b. Hve margar einingar parf ad selja a dag til ad hagnadurinn verdi
38000 kr?
c. Getur hagnadurinn ordid 45000 kr?
4. Su vegalengd sem bill fer fra pvi ad 6kumadurinn sér hindrun og par til

billinn stddvast kallast stodvunarvegalengd. Vid frekar sleemar adsteedur
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getur stédvunarvegalengdin y i metrum verid y =0,3x+0,012x°, par sem x
er hradi i km/kist. Hver er hradinn ef stddvunarvegalengdin er
a. 36 metrar
b. 72 metrar
5. L&6 er rétthyrningslaga, 20m breid og 40m I6ng. Atlunin er ad helluleggja

hringinn i kringum 188ina, alls 171 m?. Hversu breid verdur stéttin?
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Stadalform og markverdir stafir

Mjog storar og mjog litlar tolur eru oft skrifadar med veldi af 10. bPannig sparast
skriftir @8 mérgum nullum og audveldara er ad bera saman steerd talna. Tala er
s6gd vera a stadalformi ef hun er skrifud pannig ad einn stafur sem ekki er O er
haféur fyrir framan kommu, og margfaldad med veldi & 10 til samraemis vid pad.

Pannig verdur pa stadalform eftirfarandi talna:

200,7 = 2,007 -10?

0,00465 =4,65-10"

297300000 = 2,973 -10°

Veldisvisirinn & 10 raedur staerdargradu télunnar. bad er t.d. oft sagt ad tala sé af
,Steerdargradunni tiu i fjorda“, sem pydir ad veldisvisirinn a 10 sé 4 pegar talan er
ritud a stadalformi. betta er sami hugsunarhattur og pegar talad er um einhver
busund (steerdargradan 10°) eda einhverjar milljonir (steerdargradan 10°). Ef
steerdargrada talna er mismunandi, pa er mjog mikill munur a steerd peirra. bess
ma geta i pessu sambandi ad svonefndur Richterskvardi sem notadur er til ad
meela staerd jardskjalfta er ,steerdargradukvardi®, i peirri merkingu ad tolur
kvardans eru veldisvisar. bess vegna er ,meiri“ munur a skjalftum af steerd 5 og 6

en a skjalftum af steerd 4 og 5, i sama skilningi og meiri munur er a hundrad
pusund (10°) og milljén (10°), heldur en & tiu pusundum (10*) og hundrad
pusundum (10°).

Vasareiknirinn skrifar tolur oft a stadalformi, og pvi er mikilvaegt ad geta lesid rétt
ur pvi sem a skjanum stendur. Ef vid tokum einfalt daemi:

0,02
3700

?

Slaum petta inn & vasareikninn, og hann synir
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.02 37A6
. 2. 483403485E -6

Petta pydir ad Gtkoman er 5-107°, sem veeri skrifu® 0,000005 med venjulegum

rithaetti. Stafurinn ,E* stendur fyrir ,Exponent® sem py®dir veldisvisir(a télunni10).

En af hverju er utkoman ekki skrifud med fleiri stofum, t. d. 5,4054-10°? Asteedan

er svonefndir markverdir stafir. Fjoldi markverdra stafa i tolu er talinn til og med

fyrsta staf sem ekki er O til og med aftasta staf sem ekki er 0, sbr. eftirfarandi:

0,002 =2-10" hefur einn markverdan staf
0,202 =2,02-10" hefur prja markverda stafi
20200 = 2,02 -10* hefur prja markverda stafi

5000000 =5-10° hefur einn markverdan staf
3,005 hefur fjora markverda stafi

Pegar 0 er skrifad aftast i tugabroti, pa telst pad p6é markverdur stafur, pvi annars
veeri pvi sleppt. bvi hefur

1,200 fjéra markverda stafi

1,2 tvo markverda stafi

0,0074100 fimm markverda stafi.
Reglan er sidan su ad pegar vid margfoldum og/eda deilum, pa skal utkoman
aldrei hafa fleiri markverda stafi en su af tdlunum sem hefur faesta markverda
stafi. | deemi okkar hér & undan, pa hefur talan 0,02 einn markverdan staf og
3700 tvo markverda stafi. Nidurstadan hefur pvi adeins einn markverdan staf.

Onnur regla gildir um samlagningu og fradratt, svo vid skrifum nu tvaer reglur:
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REGLA UM SAMLAGNINGU OG FRADRATT MAELDRA ST/AERDA:

Pegar tugabrot eru 16gd saman eda dregin hvert fra 6dru, pa skal utkoman
hafa jafnmarga stafi fyrir aftan kommu og su talan sem faesta aukastafi

hefur.

REGLA UM MARGFOLDUN OG DEILINGU MZALDRA STARDA:

Pegar tolur eru margfaldadar og/eda peim deilt, pa skal uitkoman hafa

jafnmarga markverda stafi og su tala sem hefur faesta markverda stafi.

Athugadu vel ad onnur reglan talar um markverda stafi en hin um tugabrot og
aukastafi. Vidé purfum nefnilega ad geeta okkar pegar vid leggjum saman tolur ad
fara ekki ad reikna & faranlegan hatt. Til deemis ad ef 25 manns flytja til islands,
ba halda islendingar afram ad vera um 280.000, vegna pess ad talan 280.000
hefur adeins tvo markverda stafi - hun gefur fijdldann ekki nakvaemar en upp a
tugpusund. Reglan um samlagningu og fradratt aetti ad segja ad adeins er lagt
saman og dregio fra i pbeim seetum par sem allar télurnar hafa markverdan

staf.

Dami
pad eru 6,7-10” vetnisatom i einum rimsentimetra vatns. Hversu morg

vetnisatdm eru i 16 rumsentimetrum vatns?

Lausn: 6,7-107-16=1,1-10** atém.
Vasareiknirinn gefur nidurstdduna 1,072-10**, en talan 6,7-10* hefur einungis tvo

markverda stafi, og nidurstadan a ad hafa sama fjolda markverdra stafa.
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Afingar

1. Skrifadu télurnar med einum markverdum staf:
a) 243

b) 1144
c) 0,276
d) 0,031
e) 25100

f) 0,00761

2. Bok er 1,7 cm a pykkt an kapunnar, og er 284 sidur. Hversu pykkt er hvert blad

boékarinnar?

3. Hversu marga hljémdiska ma fa fyrir eina milljon kréna ef medalverd peirra er
aaetlad um 1900-2100 kr?

4. Hvers virdi er 5 km har stafli af tikollum?

Verkefni

1. Auglysingatafla er 112 cm ha og 3,12 m 16ng. Hversu morg A4-blod er
haegt ad hengja upp a téfluna an pess ad pau skarist, ef
a) pau eiga 6ll ad standa upp a endann(portrait)?
b) pau liggja 6ll a hlidinni(landscape)?
c) pau purfa ekki oll ad liggja eins?
A4-blad er 21,0x29,6 cm.

2. Reynid ad aaetla med agiskunum samanlagt verémeeti allra bifreida sem til
eru i landinu. Berid sidan aaetlun ykkar saman vid asetlanir annarra hopa

til pess ad fa betri hugmynd um staerdargraduna.

3. i umreedu um byggdamal heyrist oft sagt ad pad svari ekki kostnadi ad
,halda uppi byggd i hverju krummaskudi“. Azetli® verdmaeti deemigerds

500 manna sjavarporps, p.e. verdmeeti peirra fasteigna sem eftir yrdu ef
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porpid feeri i eydi. Hverjir eru helstu gallar og takmarkanir a reikningum af

bessu tagi?

Salur er 10,5 m langur og 6,7 m breidur. Lofthaed er 2,70 m. A salnum eru
tvennar dyr, 2 m haar og 2,6 m breidar. prir gluggar & 6drum lengri
veggnum na samtals yfir nokkurn veginn fimmtung af flatarmali hans.

Til stendur ad mala salinn. A=tlid hversu mikla malningu parf til ad mala
loft og veggi hans, ef reiknad er med ad hver litri malningar peki 9-11
fermetra, og prjar umferdir purfi. Azetli® einnig i hvada umbudum er
odyrast ad kaupa malninguna ef verd mismunandi umbuda er sem hér
seqir:

1 litra dés: 1050 kr.

3 litra dés: 2875 kr.

6 litra dos: 4893 kr.

10 litra dos: 7126 kr.

56



Toflureiknisverkefni: Kennitolur geeludyranna

Hagstofan byr til kennitdlu fyrir sérhverja manneskju og oll fyrirtaeki. Kennitalan er
buin til ur faedingardeginum, tveimur télustéfum sem valdir eru af handahdfi, einni
vartélu sem dregur ur likum pess ad villur séu gerdar i medférum kennitalna og

einum tolustaf sem taknar oldina sem vidkomandi faeddist a.

Faedingardagurinn akvardar sex fyrstu télustafina i kennitélunni. Til daemis yréu

sex fyrstu stafirnir i kennitélu manneskju sem er feedd 12. januar 1960 120160.

Naestu tveir télustafir eru valdir af handahdofi. Pannig er haegt ad tryggja ad peir
sem faeddir eru sama daginn fai ekki sému kennitéluna. Hugsum okkur til deemis
ad tilviljun hafi radid pvi ad einstaklingurinn sem faeddist 12. januar 1960 fai
handahofstolurnar 3 og 3. ba eru fystu atta tolustafirnir i kennitolu pess
einstaklings 120160-33.

pa er komid ad pvi ad reikna vartoluna. Fyrsta skrefid i utreikningnum er ad
margfalda tolustafina atta, hvern fyrir sig, med tolu a bilinu 2 til 7. Byrjad er a
télustafnum sem er lengst til haegri, hann er margfaldadur med 2, sa naesti med 3

o.s.frv. Fyrir einstaklinginn sem fékk 120160-33 litur deemid svona ut:

1 2 0 1 6 0 3 3
X X X X X X X X
3 2 7 6 5 4 3 2
3 4 0 6 30 0 9 6

Nidurstédurnar Gr margfélduninni eru pvi nzest lagdar saman. Utkoman er 58. ba
er deilt i summuna med 11 og afgangurinn fundinn. 11 x 5 = 85, afgangurinn er 3.

ba eru 3 dregnir fra 11, 11 - 3 = 8. Vartalan verdur 8.

Sidasti tolustafurinn verdur 9 vegna pess ad manneskjan faeddist & 20. oldinni.
Pa er kennitalan tilbdin. Han er 120160-3389.

1. Notid lysinguna hér ad ofan til ad reikna vartoluna i ykkar eigin kennitélum.
Er han rétt?
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2.

Buid til reikniverk i toflureikninum sem byr til kennitdlur og nota ma til ad

gefa gaeludyrum kennitolur.

Hér eru nokkrar radleggingar:

N o o &

Notid einn reit fyrir hvern télustaf i afmaelisdeginum.

=RAND() setur handahofstolu a bilinu 0 til 1 i reitinn. Haegt er ad fa télu a
bilinu 0 til 9 med pvi ad margfalda med 9, p.e. med pvi ad nota
=RAND()*9.

Vid viljum bara heilar télur. Haegt er ad nota Round fallid til ad runna
handahdfstélurnar af. Fallid =ROUND(X;f) par sem X er tala eda breyta og
f er natturuleg tala eda null skilar X-inu med f aukastofum og haekkar upp
eda laekkar nidur eftir pvi sem vid a. Med pvi ad nota
=ROUND(RAND()*9;0) faum vid pvi handahéfstdlu a bilinu O til 9 med
engum aukastéfum.

Haegt er ad lata toflureikninn klippa alla aukastafi af an pess ad haekka
upp. Pid purfid a pvi ad halda pegar vartalan er reiknud. Til ad klippa
aukastafi af er fallid TRUNC() notad. =TRUNC(X) skilar heiltdluhlutanum
af télunni X.

Haegt er ad nota SUM() fallié til ad leggja tolur saman. Ef a t.d. ad leggja
saman tolur i tiltekinni linu, fra A3 til H3 ma nota =SUM(A3:H3).

Maérgum finnst paegilegt ad lata téflureikninn reikna vartéluna i mérgum
brepum, setja summuna i einn reit, deilinguna med 11 i nzesta reit, klippa
aukastafina af i pridja reithum, margfalda utkomuna ur pvi med 11 i fjérda
reitnum, finna afganginn i fimmta reithum og draga afganginn fra 11 i

sidasta reithnum.

Notid nu kennitoluvélina til ad gera ykkar eigin kennitdlu. Kemur sama tala
og Hagstofan uthlutadi ykkur? Hvers vegna ekki?

Notid nu kennitéluvélina til ad bua til kennitdlur fyrir geeludyrin ykkar.

Er 6ruggt ad vartalan verdi aldrei staerri en 9?

Hvad gerist ef fleiri en 100 faedast sama daginn?

Hverjar eru likur pess ad tveir einstaklingar sem faedast sama dag fai

somu kennitdlu? Havd skyldi vera gert ef pad a sér stad?
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8. Fyrir skemmstu var mikid talad um 2000 vandann. Er einhver slikur vandi

innbyggdur i adferdina sem notud er til ad smida kennitolur?
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Toflureiknisverkefni: Vextir

Pegar folk leggur peningana sina i banka reiknar pad med pvi ad fa vexti.
Astaedan er st ad pegar peningarnir eru komnir i bankann getur bankinn notad
ba en ekki eigandinn. betta er nakvaemlega eins og pegar einhver leigir ibud.
pa getur leigjandinn notad ibudina en ekki eigandinn og pvi finnst dllum edlilegt
ad leigjandinn borgi leigu. A sama hatt finnst flki edlilegt ad bankinn borgi leigu
fyrir ad fa ad nota peningana. (ad visu notar bankinn peningana sjaldnast sjalfur,
heldur leigir einhverjum 6d8rum pa og tekur pa adeins heerri leigu en hann borgar
sjalfur).

Pegar husnaedi er leigt ut er ekki sjalfgefid hve ha leigan a ad vera og pad er
heldur ekki sjalfgefid hver leigan fyrir peninga a ad vera, pétt hja flestum bénkum
sé hun reiknud a o6trulega likan hatt.

Einfaldasta utgafan er su ad allir sem leggja peninga i bankann fai greidda somu
upphaed pegar peir leggja inn, segjum 5000 kr. Bankinn borgadi pa
fimmpusundkall i leigu, svona eins og madur borgar vissa upphaed i leigu pegar
madur leigir sér keiluskd. Upphaedin er 6had steerd skdnna og pvi hversu lengi
madur er ad spila.

Heett er vid ad vidskiptavinum bankanna paetti pessi adferd vid ad akveda vextina
heldur klén vegna pess ad allir fa somu upphaed i leigu, sama hversu mikla
peninga peir leggja i bankann. bad veeri eins og ef allar ibudir vaeru leigdar ut a
sama verdi, burtséd fra steerdinni. Pegar leiga fyrir ibud er akvedin er edlilegt ad
taka tillit til pess hvad hun er stor, p.e. ad hve miklum notum han getur komid og
somuleidis er edlilegt ad pegar leiga fyrir peninga er akvordud sé tillit tekid til
pbess um hve mikla peninga er ad raeda.

Til vidbotar hlytur ad skipta mali hversu lengi bankinn ma hafa peningana. bad
kostar meira ad leiga bil i viku en i einn dag og @ sama hatt eetti ad kosta meira

ad leigja peninga i eitt ar en eina viku.
Pad er pvi edlilegt ad vid akvordun a leigu fyrir peninga, p.e. voxtum, sé tekid tillit

til pess um hve mikla peninga er ad raeda og hversu lengi bankinn feer afnot af

beim. Hvada reikningskunstir skyldu uppfylla pessi skilyrdi?
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Til ad byrja med er best ad hugsa sér ad peningarnir séu allir lanadir bankanum i
jafnlangan tima, til deemis eitt ar. Pa parf bara ad akveda hversu ha leigan er a
ari fyrir tiltekna peningaupphaed. Fyrir tveggja ara leigu fengist tvofold arsleiga,
prefold fyrir prju ar o.s.frv.

En hvad er edlilegt ad greida i leigu fyrir peninga a ari? ROk voru feerd fyrir pvi
ad leigan aetti ad vera had upphaedinni, eins og leiga af ibud er had steerd
ibudarinnar. Pa parf bara ad akveda hvernig samband upphaedarinnar og
leigunnar er og er ekki sjalfgefid hvernig pad samband er akvedid. Getur pad til
deemis radist af frambodi af leigupeningum og eftirspurn eftir peim. Ef fair eiga
peninga og marga vantar peninga ma aetla ad leigan sé ha, en ef margir eiga
peninga og faa vantar peninga verdur leigan lag. bPad er sem sagt
samkomulagsatridi milli eiganenda peninganna og bankans hversu storan hluta
af innlagdri uppheaed bankinn borgar i leigu.

Pegar samningar hafa tekist vié bankann, segjum um ad borga 1/20 eda 5% af
upphaedinni sem 16gd er inn i leigu, parf eigandinn adeins ad prauka ut arid og pa
borgar bankinn leiguna. ba getur eigandinn annad hvort valid ad hirda leiguna
fyrir 1idid ar og fara ad nota peningana sina sjalfur eda ad lata peningana liggja
afram i bankanum. burfi eigandinn heldur ekki & leigunni ad halda getur hann
lagt hana lika i bankann og latid bankann borga leigu af henni ad ari. ba baetist
aftur vid leiga og svo koll af kolli. Petta kallast vaxtavextir, pad pegar vextirnir
baetast vid innisteeduna og fara sjalfir ad bera avoxt.

En hvernig a ad reikna vextina? Hvernig er best ad bera sig ad pvi ad finna hvad

madur & mikid inni i bankanum eftir tiltekinn fjdlda ara?

Pad er audvelt ad reikna petta i toflureikni. Best er ad hafa einhverskonar timatal
i sérdalki, t.d. peim fyrsta. | naesta dalki er haegt ad reikna vextina i lok hvers ars
og i pridja dalkinum er haegt ad birta inneignina med aféllinum voxtum i lok hvers
ars. betta er sérlega audvelt i toflureikni vegna pess ad i honum er audvelt ad
gefa skipun um ad reikna tiltekna steerd a grundvelli annarrar steerdar, p.e.

vextina i arslok a grundvelli pess sem var lagt inn i arsbyrjun.
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X Microzoft Excel - Book1
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D HERY | saRd - | a@®(= @
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Cenk
A | B — cC =

1 | Timi Vextir Inneign —
2 |upphaf 100

3 |1 ar =C20.05 =C2+B3

4 |2 ar

5 |3 ar

B |4 ar

7|5 ar

g b ar

9 |7 ar -
10 |5 ar | !

11 |9 ar

12110 ar
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44 [pI]sSheet1 / Sheetz [ Sheets / 141 | D
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A myndinni er synt hvernig haegt er ad lata téflureikninn reikna vextina fyrir fyrsta

arid og innisteeduna i lok pess.
Til ad reikna vexti naesta ars og innistaedu i lok pess parf ekki ad gera annad en

ad afrita formulurnar sem notadar voru fyrir fyrsta arid.
i Microsoft Excel er haegt ad gera pad med pvi ad velja reitina tvo par sem
formulurnar eru, faera bendilinn yfir haegra hornid nedst (pa breytist bendillinn i

litinn kross), smella med musinni og halda takkanum nidri og draga hana svo

nidur eins langt og parf til ad reikna fyrir allan timann.

ba aetti taflan ad lita svona ut:
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Almenn formula til ad reikna

S =1 1+-2
100

S er innistaedan i arslok. | er upphaedin sem 16gé er inn. | sviganum eru tveir

lidir, 1 og ﬁ 1 visar til pess ad i arslok a eigandinn audvitad eitt stykki af

upphadinni sem 16gd var inn. Pad er stadreynd sem er 6had vaxtaprésentunni,

alveg eins og ad sa sem leigir ut ibud a ibudina sjalfa pegar leigusamningurinn
rennur ut, burtséd fra pvi hvad hann fékk i leigu. % gefur visbendingu um

leiguna, p.e. vextina. Ef vextirnir eru 5% pa er P=5. Leigan fyrir arid er pa P

100
sinnum |, svo ef vextirnir eru 5% er leigan fyrir aridé 5% af pvi sem lagt var inn.
En hvad ef peningarnir eru meira en eitt ar i leigu, hvernig verdur formualan pa?
Pa ma nota samskonar hugsun og pegar prautin var leyst i toflureikninum og
segja: Adferdin er su sama, en ar tvo er innlogd upphaed upphaedin sem var 16gd
inni upphafi arsins a undan ad vidbaettum voxtum fyrir pad ar. ba er formulan fyri

ar tvo:
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S, =Sl(1+i]
100
P

Svo ma minnast pess ad S, = 1(1 +ﬁj og stinga pvi sem er hér a heegri

vogarskalinni inn i stadinn fyrir S1 i formalunni fyrir ar tvo.

2
100 100 100

Med somu rokum ma syna fram a ad innisteedan ad loknum nokkrum arum myndi

vera (ef arafjoldinn er taknadur med n):
S, = I(1+LJ
100

Pad blasir vid ad vidskiptavinur bankans hagnast i aranna ras a pvi ad fa vextina
lagda inn i lok hvers ars, i stad pess ad peir séu reiknadir pegar peningarnir eru
teknir ut, kannski eftir aratugi. Asteedan er su ad pegar voxtunum er baett vid i
arslok bera peir avoxt ad neesta ari loknu. Vidskiptavinurinn feer "vexti, vaxtavexti
og vexti lika af peim," eins og gladbeittir tréllasparibaukar sungu einu sinni i
auglysingu fra Utvegsbankanum. Petta veit folk, og pa vaknar st spurning hvort
banki geeti ekki freistad folks til ad leggja peningana inn hja sér med pvi ad
bjodast til ad reikna vexti og leggja vid héfudstolinn oftar en einu sinni a ari.
Hvernig veeri svona auglysing:

Hja okkur i Vaxtabankanum eru vextirnir reiknadir manadarlega - hja

okkur byrjar pu ad fa vaxtavexti strax eftir manud i stad pess ad

purfa ad bida i heilt ar!

Hvad myndi petta kosta fyrir bankann?
Ef bankinn hefur greitt tiltekinn hluta inneignarinnar i vexti fyrir heilt ar hlytur ad
vera edlilegast ad reikna med ad hann borgi 1/12 part fyrir manudinn.
p
=1 1+—%2
100

S eetti pa ad gefa innistaeduna eftir einn manud ef vextirnir eru

I manudur —

p prosent,
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1+

2 mindir = veeri innistaedan eftir tvo manudi og i
100 100

2
|, 0t
S =1 1+£12 121_pj14+£12
100

12
I/
=1[1+42

arslok veeri innisteedan S, , ...0r = 100

Ef arsvextirnir veeru 5% fengist

Sy mimon = [ Q] i+ /200) = [%j =1,05121

petta pydir ad 5% arsvextir sem reiknadir eru manadarlega jafngilda 5,12%
arsvoxtum sem reiknadir eru arlega. Ekki mikill munur pad!

Hvad ef vextirnir veeru reiknadir enn oftar, kannski daglega eda jafnvel a hverri

minuatu? Pad er einfalt ad faga a"=a-a---a-a(nstykkiaf a) @
®
formdluna pannig ad haegt verdi ad A ol = X
nota hana i 6llum tilvikum. i stad (@) =a §
bess ad nota 12 (fjdlda manuda) i 1 . §
=a 1)
formulunni er heegt ad setja m sem a 5
=
étilgreindan fjélda timabila. Leigan Va' =a S
fyrir hvert timabil er pa p/m og 2fq = ai E"
innistaedan i arslok veeri pa o ‘2
. OpPrii, 8
i :
Sm timabili — I 1+ L
100

Lesendur eru hvattir til ad nota toflureikninn til ad skoada ahrif pess ad fjdlga

timabilunum.

65



Afingar

1. 30.000 kr eru lagdar inn & reikning med 7% arsvoxtum.

a) Hver er innistaedan ad loknu einu, tveimur og upp i tiu arum, ef han liggur
Ohreyfd allan timann?

Budu til toflu sem synir vexti og innisteedu i lok hvers ars.

b) Hvad parf innisteedan ad liggja lengi inni til pess ad verda 2000.000 kr?

2. 50.000 kr eru lag®ar & reikning med 7% arsvoxtum. A sama tima eru 70.000 kr
lagdar a reikning med 5,5% arsvoxtum. Hvad lidur langurtimi par til 50.000 kr
innleggid er ordid verdmeira en 70.000 kr innleggid?

3. 1000 kr eru lagdar a reikning med 10% arsvoxtum. Reiknadu Ut innistaeduna i
arslok ef innistaedan er tekin ut og 16g6 aftur inn

0 sinnum a arinu

1 sinni a arinu

2 sinnum a arinu

3 sinnum a arinu

12 sinnum & arinu

200 sinnum a arinu

4. Utbuid i téflureikni myndrit sem synir hvernig innistaeda & bankareikningi vex ef
lagt er inn einu sinni a ari i 20 ar, aldrei er tekid ut a séfnunartimanum og vexir
eru lagdir inn i lok hvers ars. Profid ad breyta vaxtaprosentunni og upphaedinni

sem 16gd er inn. Hefur pad mikil eda litil ahrif ad haekka vexti um 1%?

Til ihugunar
Pegar verdbolga geisar verda peningarnir sifellt verdminni. Eftir pvi sem
timinn lidur er minna haegt ad kaupa fyrir somu fjarhaed. Pyrfti ekki ad
taka tillit til verdbdlgunnar pegar fjallad er um vexti og sparnad? Hvernig

veeri best ad gera pad?

Vefslodir

66



Bankar og fjarmalastofnanir hafa sett reiknivélar af ymsu tagi a netid.

Skodid vefi banka og fjarmalastofnana og notid reiknivélar peirra til ad

reikna eftirfarandi:

Hversu dyran bil er haegt ad kaupa ef madur & 300 000 kr. til ad
nota i utborgun og treystir sér til ad borga 20 000 kr. & manudi i

afborganir af bilalani. (www.sjova.is www.glitnir.is www.vis.is

www.lysing.is www.frjalsi.is o.s.frv.)

Hversu mikinn lifeyrissparnad a madur vid 65 ara aldur ef hann
hefur 190 000 kr. i laun @ manudi og leggur i lifeyrissparnad pad
sem parf til ad fa allt motframlag launagreidanda? Hvada avoxtun

er rétt ad mida vid i pessu verkefni? (www.landsbanki.is

www.bunadarbanki.is www.isb.is )
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Toflureiknisverkefni: Visitala neysluverds

Taflan hér ad neda synir hvert vaegi einstakra utgjaldalida er vid Utreikning a

visitolu neysluverds.

Buid til toflu i toflureikninum sem getur reiknad nyja visitélu. Hugsum okkur ad i
hverjum manudi sé reiknad medalverd i hverjum utgjaldaflokki og svo reiknad
hve mikid eda litid utgjoldin hafa haekkad eda laekkad. Pannig ma lata vorur i
Ollum flokkum kosta 100 fyrsta manudinn. Hafi tiltekinn flokkur haekkad um 3% i

naesta manudi er verdid a peim flokki ordid 103 o.s.frv.

Tafla I. Hlutfallsleg skipting utgjalda i visitolu neysluverds i
mars 1997

%
01  Matur og drykkjarvorur 17,0
02 | Afengi og tébak 3,2
03 | Fot og skor 6,5
04 Husneedi, hiti og rafmagn 17,3
05 Husgogn, heimilisbunadur o.fl. 5,9
06 Heilsugeesla 3,2
07 Ferdir og flutningar 15,8
08 Postur og simi 1,3
09 Tdémstundir og menning 14,2
10 Menntun 1,0
11 | Hétel og veitingastadir 5,3
12 Ymsar vorur og pjénusta 9,3
Alls 100,0

Notid tofluna til ad skoda ahrif verdhackkana einstakra flokka a visitoluna. Hvad

haekkar visitalan mikid ef:
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e FO6t og skor haekka um 10%7?

e Heilsugaesla haekkar um 20%?

o Ferdir og flutningar hackka um 2%7?
« Afengi og tébak haekkar um 13%?

Beetid vid dalki i téfluna og setjid par azetlud utgjold ykkar fjdlskyldu i hverjum
flokki. Reiknid pvi naest hve pungt hver pattur (i présentum) vegur i
heildarutgjoldum fjolskyldunnar. Berid nidurstoduna saman vid hlutfollin sem

Hagstofan notar til ad reikna visitdlu neysluverds.
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Meira um tolur

Talnakerfid sem vid notum er saetiskerfi med grunntolu 10. bPad kallast
saetiskerfi vegna pess ad télustafirnir standa fyrir mismunandi télur eftir pvi hvar (i
hvada seeti) télustafurinn er i télunni. Athugum til deemis téluna 171. Fremsti
tolustafurinn taknar toluna 100 en sa aftasti t0luna 1. Seeti tOlustafsins segir til um

hvert veldid & grunntolunni(10) a ad vera, en télustafurinn sjalfur hversu oft petta

veldi kemur fyrir i télunni. bannig er aftasta saeti® einingasaeti (10°) télunnar, par

fyrir framan er tugasaetid (10", sidan hundradasaetid (10%), 0.s.frv.

Skrifum nokkrar télur med grunntdlu 10:

171=1-10*+7-10" +1-10°

2063=2-10°+0-10+6-10" +3-10°

30201=3-10*+0-10°+2-10° +0-10" +1-10°

i télvu er fl6kid kerfi rafrasa. | hverri ras er ymist straumur eda ekki. bar sem
saetiskerfi med grunntolu 2, kallad tviundarkerfi, hefur pann eiginleika ad nota
adeins tvo tolustafi, 0 og 1, pa er haegt ad lysa pvi sem gerist i télvunni med
télum ritudum i tviundarkerfi. Pa taknar télustafurinn 1 ad straumur sé a
viokomandi ras, en 0 ad ekki fari straumur um rasina.

Talan 10001101 i tviundarkerfi er talan

10001101=1-2"+0-2°+0-2° +0-2* +1-2° +1-2* +0-2" +1-2°,

sem i tugakerfi er talan 2" +2° +2> +1=128+8+4+1=141.

Til er leikur, eda ,galdur* sem byggist & tviundarkerfi. | honum eru notud pessi

talnaspjold:
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35 7112 3 6 7|14 5 6 7
9 11 13 15/ (10 11 14 15| |12 13 14 15
17 19 21 23| |18 19 22 23|20 21 22 23
25 27 29 31|26 27 30 31} (28 29 30 31

12 13 14 15|20 21 22 23
24 25 26 27(|124 25 26 27
28 29 30 31}(28 29 30 31

»Galdramadurinn® fer ut &4 medan hinir velja eina af tdlunum 1, 2, 3, . .. 30, 31.
Pegar hann kemur inn pa er honum sagt a hvada spjéldum talan er, og pa getur

hann sagt hvada tala var valin.

Heegt er ad nota eftirfarandi toflu til pess ad breyta rithaetti talna ar tugakerfi yfir i

tviundarkerfi:

n 2" n 2"

0 7 128

1 8 256
2 4 9 512
3 10 1024
4 16 11 2048
5 32 12 4096
6 64 13 8192

Pegar verid er ad breyta télum milli talnakerfa er grunntalan oft synd & pennan
hatt:

11, =3,

Petta pydir ad talan sem er ritud 11 i tviundarkerfi er talan 3 i tugakerfi

(1:2'+1:2°=2+1=3)

Skrifum nu toluna 6572, i tviundarkerfi:

1. Finnum steerstu tdluna i téflunni sem er minni eda j6fn 6572. Pad er 4096 =2".

2. Afgangurinn er 6572 —4096 = 2476 .
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3. Finnum svo steerstu toluna i téflunni sem er minni eda jofn 2476. bad er
2048 =2"".

4. Afgangurinn er 2476 —-2048 = 428.

5. Finnum staerstu tolu i téflunni sem er minni eda jofn 428. bad er 256 =2°.
6. Afgangurinn er 428 -256=172.

7. Finnum staerstu tolu i toflunni sem er minni eda jofn 172. Pad er 128 =2".
8. Afgangurinn er 172—-128 =44.

9. Finnum staerstu télu i téflunni sem er minni eda j6fn 44. Pad er 32=2°.
10. Afgangurinn er 44-32=12.

11. Finnum staerstu tolu i toflunni sem er minni eda jofn 12. bad er §=2".

12. Afgangurinn er 12—-8=4.

13. Finnum staerstu télu i téflunni sem er minni eda j6fn 4. bad er 4=2°.

14. Afgangurinn er 0.

Talan 6572 i tugakerfi er pvi

6572,,

=12 412" 4+0-2° +0-2° +1-2° +1- 27 +0-2° +1-2° +0-2* +1-2° +1-2* +0-2' + 0-2°
=1100110101100,

Afingar

1. Breyttu eftirfarandi télum ur tugakerfi i tviundarkerfi:
3,5,6,7,8,9,10 11, 31, 32, 33, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66.

2, Breyttu eftirfarandi tdlum ar tviundarkerfi i tugakerfi:
101, 111, 1101, 101101, 1111, 10000, 10001, 10011, 11001, 10101010,
10010010, 111000110011, 111000000111001.

Verkefni

Athugid galdurinn sem er lyst i textanum. Breytid télunum a spjoldunum
yfir i tviundarkerfi og finnid ut hvernig télurnar eru flokkadar niéur a
spjoldin.

Hvernig stendur & pvi ad galdurinn virkar? Er haegt ad finna allar tolur fra 1
upp i 31? Koma aldrei tveer tolur til greina?

Buid til samskonar galdur med sex spjoldum, par sem koma fyrir télurnar
fra 1 upp i 63.

72



Toflureiknisverkefni: Farsimapjénusta

Fjogur fyrirtaeki bjoda farsimapjonustu. Hér ad nedan eru upplysingar um verd

pjonustunnar
Stofngjald Fastagjald a Mindtugjald
manudi
Simafyrirtaeki A 4000 kr. 1100 kr. 19,5 kr.
Simafyrirtzeki B 0 kr. 0 kr. 25 kr
Simafyrirteki C -10000 kr*. 600 kr. 27 kr
Simafyrirtaeki D 2500 kr. 700 kr. 21 kr

* Fyrirtaekid innheimtir ekkert stofngjald og nidurgreidir kaup simtaekis um 10000
kr.

Notid toflureikninn til ad reikna hversu mikid er greitt fyrir farsimapjonustuna

fyrsta arid hja fyrirteekjunum fjérum fyrir notkun a bilinu 0-400 minatur @ manudi.

Notid toflureikninn til ad bua til graf sem synir verdid hja fyrirtaekjunum fjorum.

Hvada fyrirtaeki vaeri hagstaedast fyrir notanda sem talar i 20 minutur @ manudi?

Hvada fyrirtaeki veeri hagstaedast fyrir notanda sem talar i 170 minutur @ manudi?

Hvada fyrirtaeki vaeri hagstaedast fyrir notanda sem talar i 250 minutur & manudi?

Hvada fyrirtaeki vaeri hagstaedast fyrir notanda sem talar i 400 minutur @ manudi?
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Simplex og linuleg bestun

Linuleg bestun (linear programming) er samheiti yfir adferdir til ad finna
hagstaedustu lausn vandamala sem eru had linulegum skilyréum, p.e. haegt er ad
lysa peim med linulegum jéfnum eda 6jéfnum. Simplex adferdin tilheyrir pessum
flokki, p.e. hun er adferd til ad leysa linuleg bestunarvandamal. | sem stystu mali
virkar Simplex adferdin svona:

1. Skilyréum er lyst med 6j6fnum.

2. Graf ¢jafnanna er teiknad og afmarkast pa svaedi sem inniheldur allar
mogulegar lausnir.

3. Byrjad er i einhverjum hornpunkti svaedisins sem inniheldur allar
mogulegar lausnir. Pa er athugad hvort lausnin verdi hagsteedari med pvi
ad ferdast eftir utlinum svaedisins i att ad einhverjum 6drum hornpunkti.
Sé svo er farid i pann punkt sem gefur mestu hagraedingu, annars er
besta lausnin fundin.

4. Skref 3 endurtekid.

Gott er ad skoda petta med einféldu daemi:

Fyrirtaeki framleidir baedi fiskbuding og fiskibollur. Hagnadur af hverri dés af
fiskbudingi er 8 kr. og hagnadur af hverri dos af fiskibollum er 12 kr. Fyrirtaekid
barf ad akveda hversu mikid a ad framleida af hvoru fyrir sig til ad hagnadur verdi
sem mestur.

i hverja dos af fiskbudingi parf 4 einingar af mjéli, 3 einingar af nyjum fiski og 6
einingar af fiskafskurdi.

i hverja dés af fiskibollum parf 4 einingar af mjéli, 6 einingar af nyjum fiski og 2
einingar af fiskafskurdi. (Nu veit ég ekki hvernig fiskibollur og fiskbudingur eru
buin til, en latum petta gilda i deeminu).

imyndum okkur lika ad & lagernum séu i dag til 1400 einingar af mjélinu, 1800
einingar af nyjum fiski og 1800 einingar af fiskafskurdi. ba parf ad akveda hvad a
ad framleida i dag til ad hagnadur dagsins verdi sem mestur.

Latum A vera fjolda dosa af bollum og B vera fjdlda ddsa af budingi. Pa gilda

eftirfarandi ¢jofnur:
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4A + 4B .< 1400 (af pvi ad pad eru ekki til nema 1400 einingar af mjoli)
6A + 3B .< 1800 (af pvi ad pad eru ekki til nema 1800 einingar af ferskum fiski)
2A + 6B .< 1800 (af pvi ad pad eru ekki til nema 1800 einingar af fiskafskurdi)

Auk pess vitum vid ad hagnadurinn er

P =12A + 8B, p.e. 12 kr. fyrir hverja dés af bollum og 8 kr. fyrir hverja dés af
budingi.

Nu viljum vid gera P sem steerst innan peirra marka sem ¢jofnurnar setja okkur.

Adferdin er su ad teikna grof éjafnanna.

Skilyrdi i framleidslu v/hraefnis

700

600 -
3
‘§ 500 -
g
E 400 \ Mjolid
2 300 | C Ferskur
] O
= Afskurdur
5 200 -
L 100 - B

010 ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 A 400

Fjoldi fiskibolludésa

Einu mogulegu lausnirnar eru a svaedinu sem er undir ollum premur linunum, p.e.
svaedid sem hefur hornpunkta A, B, C, D og O. Simplex adferdin segir okkur ad
vid purfum ekki ad reikna hagnadinn fyrir sérhvern punkt a svaedinu, heldur neegi
okkur ad skoda hornpunktana (sem merktir eru A, B, C, og D. Strangt tiltekid
burfum vid ad skoda 0 lika, en pad gefur augaleid ad hann verdur ekki hagsteedur
i pessu tilviki). Og pad sem meira er, pad skiptir ekki mali hvada punkur er
skodadur fyrst: veljum bara einhvern punkt, athugum hvort P haekki vid feerslu

eftir utlinum svaedisins, ef svo er pa flytjum vid okkur i pann punkt sem gefur
75



mesta haeskkun hagnadar, par til vid endum i punkti sem er pannig ad feersla eftir
utlinum sveaedisins fra punktinum er 6hagstaed. Pa er besta lausn fundin sem i
pessu tilviki er 250 désir af fiskibollum og 100 dosir af fiskbudingi

petta geeti til daemis farid pannig fram:

Erum i pkt. | Feersla til Feersla til Feersla til Feersla til Feersla til
O A B C D
O X hagst. X X hagst.
A ohagst. X hagst. X X
B X ohagst X Ohagst. X
eda:
Erum i pkt. | Feersla til Feersla til Feersla til Feersla til Feersla til
O A B C D
D Ohagst X X hagst. X
C X X hagst. X Ohagst.
B X Ohagst X Ohagst. X

Vid endum sem sagt i punktinum B burtséd fra pvi i hvada punkti var byrjad.
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Verkefni

1.

90 nemendur ur premur skolum, A, B og C i Reykjavik eiga ad taka patt i
ipréttakeppni i Kopavogi, 30 ur skoéla A, 25 ur skola B og 35 ur skoéla C.
Peir eru fluttir i tvo skola, R og S i Képavogi, 50 nemendur i skola R og
40 i skola S.

Flutningskostnadur a nemanda er 25 kr. & km, og fjarlaegd milli skélanna
er gefinn i eftirfarandi toflu:

A B C
R 12 km 10 km 10 km
S 14 km 10 km 14 km

Latum x vera fjolda nemenda fra skola A sem fara i skdéla R, og y vera
fidlda nemenda fra skéla B sem fara i skéla R. Atlunin er ad finna tolurnar
x 0g y pannig ad flutningskostnadur verdi i lagmarki, og einnig laegsta
hugsanlega flutningskostnad. Setjid upp 6jofnur:

1. A hvada bili er x?
2. A hvada bili er y?
3. A hvada bili er x+y?

Teiknid ¢jofnurnar inn i hnitakerfi og reiknid flutningskostnadinn i
hornpunktunum.

Byggingavoéruverslun hefur 60 rammetra plass undir tvaer gerdir af
loftplétum, A og B. Kassi af A er 3 rammetrar, en kassi af B er 2
ruammetrar.

Budareigandinn ezetlar ad panta plotur fyrir 45000 kr. Kassi af A kostar i
heildsolu 1500 kr en kassi af B kostar 3000 kr. Hagnadur hans er 500 kr af
hverjum kassa af A en 600 kr af hverjum kassa af B. Hvad er skynsamlegt
ad panta mikid af hvorri tegund, ef eetlunin er ad graeda sem mest a
pdntuninni?

Setjid upp 6jofnur fyrir

a) geymsluplassid
b) heilds6luverd pdntunarinnar

Teiknid peer i hnitakerfi og reiknid hagnadinn i hornpunktunum.
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Svor vid afingum
Bls.6:

1.

X f(x)=2x-1
-2 -5
-1 -3
0 -1
1 1
2 3
2.
X f@=x-x
-2 -12
-1 -2
0 0
1 0
2 4
3.
X g(x)=3x"+5x
-2 2
-1 -2
0 0
1 8
2 22
Bls. 7:
1. 9(x—2)(x+2)
2. Opattanleg marglida
3. x(x—8)
4. 2(x—3)(x+3)
5. 3(2—5x)(2+5x)
6. (x+7)(x—2)
7. 2(x+3)(x+2)
8. (x—7)(x+6)
9.  3(x-1)
10.  2(x-3)

4,
X g(x)= N
-2 2,646
-1 2
0 1,732
1 2
2 2,646
5.
2
X h(X) :;
-2 -0,667
-1 -1
0 -2
1 ekki til
2 2
6.
x+1
X h(x) = 7
=2 -0,25
~1 0
0 0,5
1 1
2 ekki til
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17. L={-3,6}
18. L={-9,-3}
19. L= (engin lausn)
20. L={-1,24;3,24)
21.  L={l}
22. L= (enginlausn)
Bls. 12-13:
1. Samhverfuas: x=0
Botnpunktur: (0,1)
Skpkt. v. y-as: (0,1)
Skpkt. v. x-as: enginn
2. Samhverfuas: x:%
Topppunktur: (l lj
2,4
Skpkt. v. y-as: (0,0)
Skpkt. v. x-as: (0,0) og (1,0)
3. Samhverfuas: x=-2
Botnpunktur: (-2,-1)
Skpkt. v. y-as: (0,3)
Skpkt. v. x-as: (-3,0) og (-1,0)
4. Samhverfuas: x=0
Botnpunktur: (0,-6)
Skpkt. v. y-as: (0,-6)
Skpkt. v. x-as: (-1,73; 0)og (1,73 ; 0)
5. Samhverfuas: x =2
Topppunktur: (2,5)
Skpkt. v. y-as: (0,1)
Skpkt. v. x-as: (-0,24 ; 0) og (4,24 ;0)
6. Samhverfuas: x=0
Topppunktur: (0,4)
Skpkt. v. y-as: (0,4)
Skpkt. v. x-as: (-2,0) og (2,0)
7. Samhverfuas: x=0
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Topppunktur: (0,5)
Skpkt. v. y-as: (0,5)
Skpkt. v. x-&s: (-2,24; 0)og (2,24 ; 0)

8. Samhverfuas: x =1
Botnpunktur: (1,-1)
Skpkt. v. y-as: (0,0)
Skpkt. v. x-as: (0,0)og (2,0)
9. Samhverfuas: x =-0,5
Botnpunktur: (0,5 ; —6,25)
Skpkt. v. y-as: (0,-6)
Skpkt. v. x-as: (-3,0)o0g (2,0)
10.  Samhverfuas: x =1
Botnpunktur: (1; —4,5)
Skpkt. v. y-as: (0,-4)
Skpkt. v. x-as: (-2,0) og (4,0)
11.  Steersta qgildi er 144
12.  Steersta gildi er 60000
13.  Steersta gildi er 50
14. Minnsta gildi er -675
15. Minnsta gildi er -620
16.  Steersta gildi er 10250
Bls. 26-7:
1. a) g, {1}
b) @, {1}, {2}, {12}
0) @, {1}, {2}, (12}, 3}, (13}, 2.3}, (1.2.3)
2. a) AUB={3,4,7,810} AN B ={4,10}
b) 4UB=1{0,3,5,7,8,11,13} ANB=O
c) AUB=1{3,5,6,15} AnB=1{3,6,15}
d) AUB=ANB={7,8,20} AN B={7,8,20}
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A og B eru sundurlaeg, C og D eru sundurleeg.
N

@

1, ,9,16,25,36,49}
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41, 43,47}

N

f) {1,9,15,21,25,27,33,35,39,45,49)
9) {3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47)
h) @
g
i) {4,6,8,10,12,14, ... ,46,48,50}
k)
{1,2,4,6,8,9,10,12,14,16,18,20,22,24,25,26,28,30,32,34,36,38,40,42, 44,46, 48,49,50}

5. 85 stok.

6. 15 hundar.

Verkefni:

1. 2",

2. 95 stok.

Bls. 28-9

1. 8 vegu.

2. 144 bila.

3. 12-10-10-13-8-12=1497600 vegu
4, 3* =81 moguleika

5. 4’ = 64 moguleika

6. 42 vegu

7. 125 vegu

8. 5 strik eda punkta alls
9. 31

10. 2P

11. 3360

12. 32 merki
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Bls. 31-2:

1. 2401 t6lu
2, 840 tolur
3. 52 prennur
4. 604800 vegu
5. 9000
6. 38760 vegu
7. 166320 vegu
8. 120 vegu
9. 15 vegu
10. a)120
b) 720
11. 220 mismunandi pizzur
12. 5040 vegu
13. 120 vegu
14. 120 vegu
15. a)6
b) 2
c)4
16. 120 vegu
Verkefni:
1. a) 24 vegu
b) 12 vegu
c) 6 vegu
d) 10 vegu
2, 66 moguleikar
Bls.36-7:
1. (0,7), opid bil
2. [0,10), halfopid bil
3. [0,10], lokad bil
4. [20,-), halfopio bil
5.  (-5,10), opid bil
6. [<.7), halfopio bil
7. Mengi rauntalna steerri eda jafnar -1 og minni eda jafnar 4
8. Mengi rauntalna steerri en 0 og minni eda jafnar %
9. Mengi rauntalna steerri en 0
10. Mengi rauntalna steerri eda jafnar V2 og minnien
11.  Mengi rauntalna minni en 100
12. Mengi rauntalna steerri en 100
13. Mengirauntalna
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Bls. 40:

1460 =2%-5-73
1461=3-487
1462=2-17-43
1463=7-11-19
1464 =2°.3.61
1465=15-293
1466 =2-733
1467 =3%-163
1468 = 2% -367
1469=13-113
1470=2-3-5-7

Bls.46-7:

>
N
|~

(98] e

10.
1. 2=

e
oo

12. 1—

13. 20
14. —
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15. —
80
16. 2l
6
17, 1=
10
Bls.48-9:
1. x=3 og y=1
2, x=-2 og y=1
1
3. =3 o =—
X gy >
4, x=0 og y=-4
5. x=1 og y=-1
6. x=4 og y=1
5 7
7. == =—
X 5 og y 5
8. x=2 og y=8
9. Engin lausn
10. x=8 og y=3
11.  Oendanlega margar lausnir
12. x=2, y=-1 og z=0
13. x=1, y=-2 og z=3
14. x=2, y=1 og z=-2
15. x=0, y=% og z=——
16. x=1,2 og y=-0,8 og z=-2,4
Verkefni:
1. 15099
2, 21,1209 7
3.
4. 26,7 km i péttbyli
Bls. 50:
1. L = {100,400}
2, L={79}
3. L ={5,10}
4. L ={10,20}
5. L ={-2,74;0,89}
6. L ={2,85;12}

3,43 litrar af 75% lausn og 2,57 litrar af 40% lausn

85



L ={-1,87:6)
L ={-0,58;2,57}
L ={1,48:13,74}
10. L = {40,60}

Verkefni:

1. 8 og 14 cm

2. 3,5094cm

3 a) 200 eda 400 einingar

b) 255 eda 345 einingar
4. a) 44 km/klst

b) 66 km/klst
5. 1,5 metrar

f) 0,008

0,060 mm

ca. 500 diska
31-36 milljonir

P wnN

Bls. 72:
1. 11,101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 11111, 100000, 100001,
111100, 111101, 111110, 111111, 1000000, 1000001, 1000010.

2. 5,7,13,45,15,16, 17,19, 25, 170, 146, 3635, 28729.
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